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Analiza Matematyczna I Arkadiusz Misztela

1 Definicja aksjomatyczna liczb rzeczywistych

Intuicyjne pojecia liczby naturalnej, calkowitej, wymiernej i rzeczywistej sa znane wszystkim
ze szkoty sredniej. Mowiac pogladowo, chodzi o liczby, ktére maja skoriczone lub nieskonczone
rozwiniecia dziesietne. Mozna je interpretowac jako punkty na prostej:

R
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Znane sa trzy metody precyzyjnego opisu zbioru liczb rzeczywistych: metoda aksjomatyczna,
metoda Cantora i metoda Dedekinda. Przedstawimy tutaj metode aksjomatyczna, ktora jest
w istocie wyodrebnieniem najwazniejszych wtasnosci zbioru liczb rzeczywistych.

Definicja 1.1. Zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiér R, zlozony z co najmnie;
dwoch elementow 0 i 1, ktory spelnia nastepujace aksjomaty:

I. Aksjomaty Ciala Przemiennego. Dane sg nastepujace dziatania w zbiorze R
+:R x R — R — dodawanie, -: R x R — R — mnozenie,
ktore maja wlasnosci:
(a) Ve,yeR: z+y=y+=x, x-y=y-x |przemiennosd;
(b) Va,y,ze€R: (z+y)+z=2+W+2), (x-y)-z=2z-(y-2) [tacznosc|;
(c) VzeR: 0+xz==x, 1-2=2x |elementy neutralne;
(d) Ve R3Iy e Rz +y =0 [element przeciwny];
(e) Ve e R\ {0} dye Rz-y=1 [element odwrotny];
(f) Vz,y,z€ R z-(y+2) =z-y+z-2 [rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania).

II. Aksjomaty Porzadku. Dla kazdych dwoch elementéw x, y € R zachodzi co najmniej
jedna z dwoch zaleznosci x < y lub y < x oraz spetnione sg warunki:

(a) Vo,y e R ((z<y) A (y <)) = (r=y);

(b) Vz,y,2€ R (z<y) = (z+2) < (y+2);

(c) Vo,yeR (0<2)A(0<y)) = (0<z-y);

(d) Vz,y,z€e R ((z<y) A (y < 2) = (z < 2).
Jezeli x < y oraz x # y, to fakt ten bedziemy zapisywaé¢ x < y lub y > z.

ITI. Aksjomat Ciagglosci. Jesli zbiory A, B C R sa niepuste oraz a < b dla kazdych
a € Aibé€ B, to istnieje element ¢ € R taki, ze a < ¢ < b dla dowolnych a € Aib e B.
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Uwaga 1.2. Uzywajac bardziej zwiezlego jezyka, mozna krotko powiedzieé¢, ze R jest
cialem liniowo uporzadkowanym, spetniajacym aksjomat ciaglosci.

Sprawa do wyjasnienia pozostaje kwestia jednoznacznosci i istnienia zbioru R speiniajacego
powyzsze aksjomaty. Mozna pokazac, ze powyzsze aksjomaty opisuja zbiér R jednoznacznie z
doktadnoscia do izomorfizmu struktur. Odpowiedz na pytanie, czy istnieje zbior R spelniajacy
wymienione wyzej aksjomaty, wymaga skonstruowania takiego zbioru, a wiec opisania metody
Cantora lub Dedekinda.

Definicja 1.3. Niech a € R. Wartoscia bezwzgledna (lub modutem) liczby a nazywamy
liczbe |a| € R zdefiniowana wzorem

1 a, gdy a >0,
al ==
—a, gdy a<0.

Geometrycznie modut liczby a € R interpretujemy jako odlegltosé liczby a od zera:

|2l 12|

-d O a

Ogolniej mowiac wartosé |a — b| odpowiada dtugosci odcinka taczacego liczby a i b:

|a-bj
| | | -
a O b
Wtasnosci 1.4. Dla dowolnych a,b € R oraz ¢ > 0:
(a) lal >0, (b) lal =]|—adl,
(c) |aj=0<a=0, (d) |a|=cea=cVa=—c,
() la+0f<lal+ 0], (f) lal = (bl < a—bl,
(g) la|<ce —c<a<e, (h) Ja|>cea<—cVaze,
Q) [5|= G oies 20, G labl = al 1.
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Zadanie 1.5. Rozwiaza¢ rownania i nierownosci modulowe:

(a) [22—1]==3, (b) [8z*—1] =3, (c) lz—2l=2-2
(d) 22° —|z|=1, (e) |4z —1] <8, () |2+ —1]>1,
(g) lz—1+2z2—5]<9,  (h) [z-1-1<1, () B—lz+5]=6.

Na zakoriczenie tej sekcji rozpatrzmy rozszerzony zbior liczb rzeczywistych R := R U {£o0}.
Rozszerzamy relacje porzadku w zbiorze R na zbiér R nastepujaco:

VeeR: —oc0o<z<+00.

Ponadto w zbiorze R wprowadzamy rozszerzong arytmetyke podobmnie jak w zbiorze R;
przyjmujac dodatkowo nastepujace dziatania na liczbach nieskonczonych:

(8) Yo € Rs o+ (+00) = (+00) + (+00) = +00, 7 = (+00) = (~00) + (~00) = ~ox;
(b) Yo € R, 2> 05 o (+00) = (~2) - (~00) = +00, @+ (=00) = (=) - (+00) = —o0;
(€) (+0) - (+00) = (—00) + (~00) = +00, (+0) - (~00) = (=0) - (+00) = —o0;

(d) ~(=o0) = +00 oraz —(+00) = o0

() Ve e R: 45 = —L_—0.
Zauwazmy, e zadne z powyzszych dzialaii nie dotyczy sumy (+00) + (F00), iloczynu 0 - (+00)

.. +00 IR . o . . L, . L. e .
ani ilorazu =;°. Sa to tzw. wyrazenia nieoznaczone. Do dzialan tego typu powr6cimy pézniej.

2 Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych

Definicja 2.1. Zbiorem liczb naturalnych bedziemy nazywaé¢ najmniejszy podzbiér liczb
rzeczywistych R zawierajacy 1 oraz posiadajacy te wlasnosé, ze jesli zawiera pewna liczbe
x, to zawiera rowniez x + 1. Zbior liczb naturalnych bedziemy oznacza¢ N = {1,2,3,...}.

Przyktady 2.2. Podzbiory zbioru liczb naturalnych:
(a) {2,3,5,7,...} — liczby pierwsze;
(b) {2,4,6,...,2n,...} — liczby parzyste;
(c) {1,3,5,...,2n —1,...} — liczby nieparzyste;

Twierdzenie 2.3 (zasada indukcji matematycznej). Niech A C IN bedzie zbiorem takim,
zeleAorazVnelN:ne A=n+1¢€ A Wowczas A =N.
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Nieréwnosé Bernoulliego: Dla dowolnej liczby rzeczywistej o > —1 oraz dowolnej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(14+a)" > 1+ na.
Dowod. Ustalmy liczbe rzeczywista a > —1. Niech A ={n € N | (1 + )" > 1 + na}.

Zauwazmy, ze 1 € A, gdyz (1 + a)! = 1 + la. Przypusémy, ze nieréwnosé Bernoulliego
zachodzi dla n. Pokazemy, ze zachodzi dla n + 1. Istotnie,

1+a)"™ = 1+a)"14+a) > (1+na)(l+a)
= l+na+a+na® = 1+ (n+1)a+na®
> 1+ (n+1)o

Zatem wykazaliSmy n € A = n+1 € A. Na mocy zasady indukcji matematycznej A= N.
Oznacza to, ze nieréwnos¢ Bernoulliego zachodzi dla kazdej liczby naturalne;j. (m]

Wzér dwumienny Newtona: Dla dowolnych liczb a,b € R oraz n € IN zachodzi:

(a+b)" = zn: (Z) a" kb,

k=0
gdzie
m_ o
k] (n—k)k!
jest tzw. symbolem Newtona; ponadto 0! =1 orazn!=1-2-3-... - n.
) Tréjkat Pascala 1
G) @) 11
|
(cz)) (%) (%) (IIZ) ~ K (l’?.—k)! 1 2 1
G G G 6 or =1 1 3 3 1
) @) G G) @ 1 4 6 4 1
G 6B O & 6 1 5 (@10 5 1

(%) 1 6 15 20 15 6 1

Zadanie 2.4. Metoda indukcji matematycznej wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej n:

(a) 4" >n? (b) (n+1)!>2" (c) in*+3n*+ineN,

(d) 3|n®+2n, (e) 3|7 -1, (f) 72"+ 32+,
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Definicja 2.5. Zbiorem liczb catkowitych bedziemy nazywaé¢ najmniejszy podzbior liczb
rzeczywistych R zawierajacy 0 oraz posiadajacy te wlasnosé, ze jesli zawiera pewna liczbe
x, to zawiera rowniez x — 1 oraz x + 1. Zbior liczb catkowitych bedziemy oznaczaé

Z=1{..,-3-2-1,01,2 3.}

Twierdzenie 2.6 (zasada Archimedesa). Dla dowolnej liczby rzeczywistej x € R istnieje
liczba catkowita m € 7. taka, ze m < x < m + 1.

Uwaga 2.7. Liczbe m z Twierdzenia 2.6 nazywamy czescia catkowita liczby rzeczywiste;
x 1 oznaczamy symbolem |z]. Latwo zauwazy¢, ze |z] < z < [z] + 1 dla kazdego x € R
(Funkcja ang. ,floor” zaokragla liczbe rzeczywista w dot do najblizszej liczby caltkowitej).

YA
2 @—0
y = |x]
1 o———-oO
O O -
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5%
.__1-<)
o——O -2

Zadanie 2.8. Naszkicowa¢ wykresy nastepujacych funkcji:

(a) f(z)=2— |x] dlakazdego z € R, (b) f(z)= EJ dla kazdego = € R\{0}.

Definicja 2.9. Zbior liczb wymiernych @Q definiujemy jak nastepuje
Q:{m|m€Z, nE]N}.
n

Jezeli liczba nalezy do zbioru R\ @, to nazywamy ja niewymierna.

Twierdzenie 2.10 (gestos¢ zbioru Q). Dla dowolnych liczb a,b € R, jesli a < b, to
istnieje liczba w € Q taka, ze a < w < b.
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Twierdzenie 2.11. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a > 0 ¢ dowolnej liczby naturalnej
n € NN istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista § > 0 taka, ze ™ = «. Liczbe (3
nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z a i oznaczamy symbolem V.

Nie istnieje liczba wymierna z € Q taka, ze z2 = 2.

Dowéd. Zastosujemy metode dowodu nie wprost. Przypu$émy, ze taka liczba wymierna
istnieje, tzn. mamy liczbe x € Q i 22 = 2. Bez utraty ogolnoéci mozna zaltozyé, ze x>0.
Skoro x € Q, to z = ™, gdzie m,n € IN oraz sg wzglednie pierwsze. Zatem %2 = 2, a wiec
m? = 2n%. Jest jasne, ze m? jest liczba parzysta (bowiem 2|m?), zatem takze m jest liczba
parzysta (bowiem liczba nieparzysta podniesiona do kwadratu jest liczba nieparzysta).
Stad m = 2k, gdzie k € IN. A wiec 4k? = 2n?, czyli takze 2k* = n%. Stad analogicznie
jak wczesniej wnioskujemy, ze n jest rowniez liczbg parzysta. Tak wiec najwiekszy spolny
dzielnik liczb m,n jest nie mniejszy niz 2. Jest to sprzeczne z przyjetym zalozeniem
moéwiacym, ze liczby m, n sa wzglednie pierwsze. (m]

Zadanie 2.12. Wiedzac, ze /2 jest liczbg niewymierng pokazaé, ze liczby 1++/2 oraz v6++/3
sa rOwniez niewymierne.

Zadanie 2.13. Wiedzac, ze v/2 jest liczba niewymierna wyprowadzi¢ zasade gestosci liczb
niewymiernych z Twierdzenia 2.10, tzn. pokazad, ze jesli a,b € R oraz a < b, to istnieje liczba
niewymierna « taka, ze a < a < b.

3 Kresy dolne i gorne zbioréw

Niech A C R. Moéwimy, ze liczba a € A jest elementem najmniejszym zbioru A (piszemy
a =min A), jezeli a € A oraz Vb € A a < b; liczba a € A jest elementem najwickszym zbioru
A (piszemy a = max A), jezeli a € A oraz Vb € A b < a, np. dla zbioru A = (0,1] mamy
max A = 1, ale min A nie istnieje.

Definicja 3.1. Powiemy, ze niepusty zbiér A C R jest ograniczony z dotu, jezeli istnieje
liczba o € R taka, ze Vo € A a < x; zbior A C R jest ograniczony z gory, jezeli istnieje
liczba a € R taka, ze Vo € A x < a. Zbior A jest ograniczony, gdy jest jednoczesnie
ograniczony z dotu i z goéry. Dodatkowo przyjmujemy, ze zbiér pusty jest ograniczony.

Przyklady 3.2. Zbior A = {n | n € IN} nie jest ograniczony z gory, ale jest ograniczony z dotu,
np. przez 0, —1, —3. Natomiast zbiér B = {—n | n € IN} nie jest ograniczony z dotu, ale jest
ograniczony z gory, np. przez 0, 1, 3. Zbioér ograniczony z gory i z dotu D = {(—1)"/n | n € N}.
Zbiér moze nie by¢ ograniczony ani z dotu, ani z gory C' = {(—=1)"n | n € IN}.

Uwaga 3.3. Ograniczenia dolne i gorne, o ktorych mowa w powyzszej definicji, nie sa
wyznaczone jednoznacznie. ChcielibySmy mie¢ do dyspozycji ograniczenia, ktore sa w
jakimsg sensie optymalne. Takimi ograniczeniami optymalnymi beda kresy.
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Definicja 3.4. Niech A C R bedzie zbiorem niepustym.

(a) Mowimy, ze liczba M € R jest kresem gdrnym zbioru A (w zapisie M = sup A),
jezeli prawdziwe sa zadania: Ve € Ax < M orazVe >0dx e AM —e < x.

(b) Mowimy, ze liczba m € R jest kresem dolnym zbioru A (w zapisie m = inf A), jezeli
prawdziwe sg zadania: Vo € Az > moraz Ve >0Jdz € Am+¢e > x.

Uwaga 3.5. Kresy dolny i gorny w powyzszej definicji jest wyznaczony jednoznacznie,
co wynika bezposrednio z definicji.

Zbior A
7N 1/

sup A ograniczenia gorne A

—>>

Twierdzenie 3.6. Niech A C R bedzie zbiorem niepustym. Wowczas zachodzq rownosci:
infA=max{r € R|VaecAa>uz}, supA=min{z € R|Va€ Aa < z}.
Zauwazimy, ze pierwsza rownosé oznacza, iz inf A jest najwiekszym ograniczeniem dolnym,
natomiast sup A jest najmniejszym ograniczeniem gornym.
Przyktady 3.7. Kresy dolne i gorne zbioréw:

(a) A=(-1,1], inf A= —1, supA =1,

(b) B=QnN[v2,5), inf B=+/2, supB =5,

(c) C={L|neN}, infC=0,supC =1,

(d) D={"" | neN}, infD=—1, supD =1/2.

Twierdzenie 3.8 (zasada istnienia kresow). Zatozmy, ze zbior A C R jest niepusty.
o Jezeli zbior A jest ograniczony z gory, to istnieje jego kres gorny sup A.
o Jezeli A jest ograniczony z dotu, to istnieje jego kres dolny inf A.

W szczegolnosci zbior niepusty i ograniczony ma kres dolny i gorny.
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Uwaga 3.9. Gdy niepusty zbioér A nie jest ograniczony z gory, to wtedy przyjmujemy, ze
sup A := 4o00. Analogicznie, jesli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z dotu, to wtedy
przyjmujemy, ze inf A := —oo. Réwniez w przypadku zbioru pustego przyjmuje sie
nastepujaca, wygodng umowe:

sup ) := —o0, inf ) := +o0.

Zauwazmy, ze w tej sytuacji kazdy zbior A C R posiada kres gorny i dolny.

Wtasnosci 3.10. Dla dowolnych zbioréw A, B C R i dowolnej liczby a € R mamy

(a) ACB = supA <supB, (b)) ACB = inf B<infA,
(c) sup(ad)=asupA, a>0, (d) inf(—A) = —supA,

(e) sup(A+ B) <supA+supB, (f) inf A+inf B <inf(A+ B),
(g) A< B=supA<infB, (h) sup(—A) = —inf A.

Zadanie 3.11. Zbadac ograniczonos¢ oraz wyznaczy¢ kresy nastepujacych zbioréw:

(a) A:{m+;|m€{0,1},n€]N}, (b) B:{71L+m n,mE]N},
(<) C:{Tg‘m<n,n,m€]N}, (d) D:{mm—kn n,mE]N},
() E={zecR||z—1]<1}, () F={req|a*<2}.
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