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Analiza Matematyczna I Arkadiusz Misztela

1 Definicja ciggu liczbowego

Definicja 1.1. Ciaggiem liczbowym nazywamy funkcje x : N — R odwzorowujaca zbior
liczb naturalnych w zbiér liczb rzeczywistych. Wartosci tej funkeji oznaczamy przez x,,
a ciag o takich wyrazach przez (z,).
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Przyklady 1.2. Ciagi liczbowe okreslone wzorami:

() z,=2", (b) z,=vVn+1—+/n, (c) =, =sinn,

2" n? 41 I\"
d n = " n=— "o 1> f n = 1 - .
@ wa=7 () m= (1) o= (1+)
Przyklady 1.3. Ciagi liczbowe okreslone rekurencyjnie:
(a) 2,=7, xp1=x,+3, (b) x1 =3, pp1 = 21y,
(c) z1=1, 29 =2, Tpyo=Tp+ Tus1, () 21 =2, 2oy = 1122 .. Ty
Przyktady 1.4. Ciagi liczbowe okreslone opisowo:
(a) z, = n-ta liczba pierwsza,
(b) z, = n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Zadanie 1.5. Wyznaczy¢ wzor okreslajacy n-ty wyraz ciagu:
(a) (zn)=(1,-1,1,-1,1,...), (b) (z,) =(0,1,0,1,0,1,...),
(c) (x,)=(1,2,1,2,1,2,...), (d) (z,)=1(0,3,2,5,4,7,6,...),
(€) (2a)=(1,0,2,0,3,0,4,...), (f) () =(1,1,2,2,3.3,...).

Definicja 1.6. Mowimy, ze ciag (x,,) jest ograniczony z gory [z dotu|, jezeli
IMeR VYneN : z, <M [z,> M],

cigg jednoczesnie ograniczony z gory i z dotu nazywamy ciggiem ograniczonym.
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Zadanie 1.7. Zbadaé¢ ograniczono$é ciggdw:
1
(a) xn:H_Ln, (b) =z, =n*—n, (c) xnzlnﬁ,
1
(d) z,=(-1)"+—, (e) =z, =(-1)"n? (f) =, =sin3n,
n

(&) an=V2—1, (h) = >

n
— (i) =z, = arctgn.
n!

Definicja 1.8 (monotonicznosé ciagu).

e Mowimy,

ze clag (x,) jest rosnacy |niemalejacy |, gdy =, < pi1 [2n < Tpi1 ]

dla kazdego n € N,

e Mowimy,

ze ciag (z,) jest malejacy [nierosnacy|, gdy T > @ny1 [Tn = Tnia |

dla kazdego n € IN.
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Zadanie 1.9. Zbadaé¢ monotoniczno$é ciagow:

n 2n +1 1
- b _ e _ -
(a) xn 1 + n? ( ) xn nQ + 1 ) (C) xn 3n7
1
(d) z,=4n+/n, (e) z,= (—1)”5, () z,=(-1)"37",
(g) x,= o (h) z,=3"-2" (i) z,= L
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2 Granica wlasciwa ciggu

Definicja 2.1. Méwimy, ze ciag liczbowy (x,,) jest zbiezny do granicy wtasciwej xo € R
[co zapisujemy lim,, ., x, = xo| o ile zachodzi jeden z réwnowaznych warunkow:

(a) Ve>0 dng e N Vn>ng : |z, — zo| < g

(b) Ve >0 dng e N Vn>ngy : x, € (xg—&,20 + €).

xgte L] ®
R Gy 5 L G5 DR D EE R SR e DR ENCER RS SN RS s ' ————— .‘ _———'.——--

o @
Xp—¢ ® |—'. e ®

Uwaga 2.2. Definicje granicy wlasciwej ciggu mozemy tez wyrazi¢ mniej formalnie:

(a) Ciag (z,) jest zbiezny do zo wtedy i tylko wtedy, gdy dla coraz wiekszych n odleglosé
miedzy x,, oraz xy bedzie sie zmniejszac;

(b) Ciag (x,) jest zbiezny do z wtedy i tylko wtedy, gdy w dowolnym otoczeniu x
znajduje sie nieskonczona liczba wyrazéw, a poza tym otoczeniem tylko skoriczona
liczba wyrazow.

Przyklad 2.3. Rozwazmy ciag (z,) dany wzorem z, = = dla n € IN. Wowczas lim, .o = = 0.
Dla dowodu musimy pokazaé, ze spelniony jest jeden z warunkéw podanych w Definicji 2.1.
Wezmy wiec dowolng liczbe € > 0. Poszukiwaé¢ bedziemy takiej liczby ng € N, ze z,, € (—¢,¢)
dla n > ng. Niech na przyktad ng = EJ + 1. Woweczas, dla n > ng, mamy

1 1

n = ng = {J—l—1>.

€ €
Wobec tego % < e dlan > ng. Zatem % € (—¢,e) dlan = ny.
Przyktad 2.4. Ciag (x,) dany wzorem x, = (—1)" nie jest zbiezny. Dla dowodu zauwazmy,
ze przedzial (xo - %, xo + %) nie moze zawiera¢ jednoczeénie liczb —1 oraz 1. Ponadto mamy
z, = (—=1)" = 1 dla n-parzystych oraz x, = (—1)" = —1 dla n-nieparzystych. Zatem poza
przedziatem (xo — %, xo + %) bedzie zawsze nieskoniczona liczba wyrazow ciagu (11, x9, 73, .. .).
Zatem ciag ten nie moze by¢ zbiezny na mocy punktu (b) Uwagi 2.2.

4
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Twierdzenie 2.5. Jezeli ciqgi (x,) i (yn) sq zbiezne do granic wtasciwych, to
(a) limg,(@n +3n) = lim 2o + litg g
(b) Jimg (e =) = lizg, @ = limm o

(c) JLIIOlO(a Ty) = a#ij& Tn, gdzie a € R,

(d) lim (z, - y,) = <lim xn> : (lim yn);

n—od n—oo n—od
T, lim x,
. . . .
(e) lim —= =% , gdzie lim y, # 0;
Yn 0 Yn

p
(f) lim (x,)? = <7}Lrglo :L‘n> , gdzie p € Z\{0};

n—oo

(g) lim {/z, = ¢/ lim ,,, gdzie k € IN\{1}.

Przyktady 2.6. Obliczanie granic ciagdéw z wykorzystaniem Twierdzenia 2.5:

Csd—omd s o 3-2% lm3-lmZ 3 o
(a) lim ———— = lim === , = = —=;

n—oo 1 —6n® nd noo =5 —6 Jlrgloﬁ—nhrgo(i 0—6 2
oy VT o atw Mmoot 050
(b) lim T s T 1 -

n—oo m 4 1 non—oo 14 o 1+nhrglon 140

Zadanie 2.7. Obliczy¢ podane granice ciagow:

2 _
(a) lim = sn

n—oo n3 +1 ’ n—oo
@ gim (OB
n—00 nvn? +1 ’

(b) lim (
(
(
(©) 1lim <2n +n+1> | (") lim En +1)
(

(d) lim

n—o0 34+ 2n2 n-—oo n3+1)12’
()t (Vo= Vit L). (0)  Jim (V¥ 8 = Vi +4)

Twierdzenie 2.8 (o trzech ciagach). Jezeli dane sq trzy ciggi liczbowe (x,,), (yn) @ (25)
takie, ze x, < Yy, < 2, dla kazdego n > ngy oraz lim,_ . x,, = yo = lim, .o 2n, to cigg
(yn) jest zbiezny do granicy vyo.

Dowéd. Z zalozenia z, < y, < 2, dla kazdego n > ng. Wezmy dowolna liczbe £ > 0. Poniewaz
ciagi (x,,) i (2,,) sa zbiezne do yg, wiec z punktu (b) Definicji 2.1 istnieja takie liczby ng, 7o € N,
ze T, € (yo—¢,yo + ¢) dla kazdego n > ng oraz z, € (yo — ¢, yo +¢) dla kazdego n > ny. Wobec
tego Yo — & < Ty < Yn < 2, < Yo + € dla n > ng := max{ng, Ny, no}. Stad y, € (Yo — €, 90 + €)
dla kazdego n > g, co na mocy punktu (b) Definicji 2.1 oznacza, ze (y,) zbiega do yq. (m]

>
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Przyktad 2.9. Pokazemy, ze lim ¢" = 0 dla [¢| < 1.

Istotnie, gdy ¢ = 0 to nie ma czego dowodzi¢. Niech ¢ # 0 oraz a := |?1| — 1. Poniewaz |¢| < 1,

wiec o > 0. Ponadto ﬁ = 1+ a. Zatem z nieréwnosci Bernoulliego, dla kazdego n € N,

1 n
<||> =1+a)">1+nao
q

Stad, dla kazdego n € N,

1
"] = lal" < 5 iy
Poniewaz o
1 . lim p 0
n—oo 1 +no n nhrgog%—a 0+ «

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach lim [¢"| = 0. W szczeg6lnosci lim ¢" = 0.

Przyktad 2.10. Pokazemy, ze lim /a =1 dla a > 0.

Istotnie, gdy a = 1 to nie ma czego dowodzi¢. Zatdzmy, ze a > 1. Niech x,, := /a—1dlan € .
Poniewaz a > 1, wigc x,, > 0. Ponadto a = (1 + x,,)". Zatem z nier6wnosci Bernoulliego

a=(14z,)">1+nz, dlakazdego n € N.

Stad
-1
0<x, < a4 dla kazdego n € IN.
n

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach nh_)nolo x, = 0. Stad nh_)rgo Va =1+ nh_)rgo T, =140=1.

Teraz zatdézmy, ze 0 < a < 1. Poniewaz i > 1, wiec z poprzedniego przypadku otrzymujemy
1 1
lim {/a = lim = =
n— 00 n—o0 \7% im & %

n—oo

Laczac powyzsze przypadki otrzymujemy teze.
Przyktad 2.11. Pokazemy, ze lim {/n = 1.

Istotnie, niech z,, := {/n—1dlan € N. Wowczas z,, > 0 oraz n = (1+x,)" dla kazdego n € IN.
Zatem ze wzoru dwumianowego Newtona, dla kazdego n > 2, otrzymujemy

n n n n
n=(1+z,)"=1+ <1>xn—|— <2>1’i—|—...—1— <n>mg > 1+ <2>Ii

Tak wiec, dla kazdego n > 2,

no1> n(n—l)x31
2
Stad, dla kazdego n > 2,
2
0Lz, <y/—.
n

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach nh_)ngo x, = 0. Stad nh_)ngo Un=1+ nh_)ngo z,=14+0=1

6
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sin? 4n 4
Przyklad 2.12. Pokazemy, ze lim m = —.
n—oo  3n — 1 3
Istotnie, zauwazmy najpierw, ze 0 < sin?n < 1 dla kazdego n € IN. Stad
0+4n _sin’n+4n _ 144n

< <
3n —1 3n —1 3n —1

dla kazdego n € IN.

Poniewaz
. 4n 4 . 14+4n 4
lim —— = - oraz lim = —.
n—oo3n—1 3 n—oo 3n — 1 3

Wiec z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy teze.

Zadanie 2.13. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wyznaczy¢:

(a) lim ¥V2r+37+57  (b) lim ¢/2-37+4-7, (c) lim ¥/3n+sinn,
1

(d) lim (/24 —, (e) lim V5" +mn-27 (f) lim /3" —27,
n n—oo

n—oo n—oo

cosn prtl_pn . 3n

(g) lim (h)  lim ——— 2 (i) lim V5 —n - 2n.

n—oo n—o0 B 4 4n n—o0

3 Granice niewlasciwe ciagu

Definicja 3.1 (granice niewlasciwe ciggu).
(a) lim, oy =400 <= VM >0 dngeN Vn>ny : M <z,

(b) lim, oo, =—00 <= VM <0 IngeN Vn>ny : x, < M.

A . A >
.a u... 20 40
.
.c c.“‘.
L ;‘”” .o.u.
‘o =400} ’.....
.
o. . 00
o* o
400t ..' . .‘.
.o' o .
...o -goo} g
o".. e L o0
....--n"‘"'..'.: 1 > 0.. .
20 40

Uwaga 3.2. Definicje granicy niewlasciwej ciagu mozemy tez wyrazi¢ mniej formalnie:

(a) Ciag (x,) jest zbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla coraz wiekszych n
wyrazy ciagu z, beda sie zwieksza¢ nieograniczenie;

(b) Ciag (z,) jest zbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla coraz wigkszych n
wyrazy ciaggu x, beda sie zmniejsza¢ nieograniczenie.
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Przyklad 3.3. Rozwazmy ciag (z,) dany wzorem xz, = n. Wowczas lim, ..on = +00.
Dla dowodu musimy pokazaé, ze spelniony jest warunek z punktu (b) Definicji 3.1. Wezmy
wiec dowolng liczbe M > 0. Poszukiwaé¢ bedziemy takiej liczby ng € IN, ze M < x,, dla n > ny.
Niech na przyktad ng = | M| + 1. Wowczas, dla n > ng, mamy

n>=mny=|M|+1> M.
Wobec tego M < x,, = n dla kazdego n = ny.

Przyktad 3.4. Ciag (x,) dany wzorem x,, = (—1)"n nie jest zbiezny do granicy niewlasciwe;j.
Dla dowodu pokazemy, ze ciag (r,) nie zbiega do +oo. Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze
lim,, o x, = +00. Wowcezas na mocy warunku (b) z Definicji 3.1 musialoby istnie¢ ny € IN
takie, ze 1 = M < z,, dla kazdego n > ngy. Poniewaz x,, = (—1)"n = —n dla n-nieparzystych,
wiec dla liczby nieparzystej mgy wicksza od ng mielibysmy

1=M < 2y, = —mo < —ny.

Stad ng < —1, co jest nie mozliwe, gdyz ng jest liczbg naturalng. Analogicznie mozna udowodnié,
ze ciag (x,) nie zbiega réwniez do —oc.

Twierdzenie 3.5. Jezeli (z,) i (y,) sa ciggami liczbowymi, to

(a) lim z, =4oc0 = lim (—z,) = Foo;

n—oo

(b) lim z, =z € (00, +00] A lim y, =400 = lim (2, + yn) = +00;

n—oo
(C) nh_)IIC}O T, =T € [—OO, —|—OO) A nh—{lgo UYp = —00 — nh—>nolo(xn + yn> = —00;
(d) lim z, =z € (0,+00] A lim y, =+o0 = lim (2 " yn) = +00;

() limzn =2 €[-00,0) A limy,=+o0 = lim(z,-yn) = —00;

1
(f) zp € (0,+00) A limz,=0 = lim — = 4o0;

n—oo :L'n
0 li =0 li 1 _ :
(8) on € (-00,0) A lim an=0 = lim - = —oo;
(h) lim 2, =00 V limz,=—-00 = lim — =0.
n—oo n—oo n—oo .

Przyktady 3.6. Obliczanie granic ciagdéw z wykorzystaniem Twierdzenia 3.5:
. 2 . 2 4 . 2 . 4 2
(a) lim <3n - 4n) = lim n (3 - ) = (hm n) (3 — lim ) = (400)°(3 = 0) = 4o0;
n—oo n—oo n n—oo n—oo n,

(b) lim (Qn - 5n2) = lim n? <2 - 5) = (lim n)2 <lim E 5) = (+00)*(0 — 5) = —o0.
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Twierdzenie 3.7 (o dwoch ciagach). Zatdzmy, ze dane sq dwa ciggi liczbowe (z,,) @ (Yn)
takie, ze x, < Y, dla kazdego n = ng. Wowczas zachodzg nastepujgce implikacje:

(a) Jezeli lim, .. x, = +00, to lim, ..y, = +00.

(b) Jezeli lim,, .o yp = —00, to lim, ., x, = —00.

Przyktad 3.8. Pokazemy, ze nlingc q" = +oo dla g > 1.

Niech o := ¢ — 1. Poniewaz ¢ > 1, wiec a > 0. Ponadto ¢ = 1 + «a. Zatem z nieréwnosci
Bernoulliego, dla kazdego n € IN, mamy

=014+ a)" =1+ na.

Ponadto
lim (1 4 na) = +oo.

n—oo

Stosujac twierdzenie o dwoch ciggach do ciagéw x,, = ¢ oraz y, = 1 + na otrzymujemy teze.

Przyklad 3.9. Pokazemy, ze lim /n! = 4oo.

n—oo

Zauwazmy, ze na mocy zasady indukcji matematycznej zachodzi nier6wnosé
n\" .
n! > (3) dla kazdego n € IN.

Zatem
dla kazdego n € IN.

Ponadto
.on
lim — = +o0.

n—oo 3

Stosujac twierdzenie o dwoch ciggach do z, = vn! oraz y, = 3 otrzymujemy tezg.

Przyktad 3.10. Pokazemy, ze lim ((—1)"n — n?) = —oc.

n—oo

Zauwazmy, ze dla n € N mamy
(-)"—n* <n-n*=n(l-n) <1-n.
Ponadto
JLIgo(l—n)zl—Jan}onzl—oo:—oo.

Stosujac twierdzenie o dwoch ciggach do x,, = (—1)"n — n? oraz y, = 1 — n otrzymujemy teze.

Zadanie 3.11. Korzystajac z twierdzenia o dwoch ciagach wyznaczy¢:

1 —n?
lim (n® — 10n° + 1 b)  lim (sinn — 2)n2 I
(a) nl—%lo(n On” +1), (b) nl—{go(smn ), (©) oo 1 —sinn
(d) Jim (4" + (=1)"), (€ JmBe (T (@) Jm
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Uwaga 3.12. Nastepujace symbole

0
ooz 0-00 o0-00 -o00d+o00 1®° 0 o
0 o

0

okreslamy mianem wyrazeri nieoznaczonych. Wystepuja one w procesie obliczania granic
i utrudniaja okreslenie wyniku granicy. W takiej sytuacji konieczne jest przeksztalcenie
wyrazenia nieoznaczonego na wyrazenie oznaczone za pomoca technik algebraicznych.

4 Kryteria zbiezno$ci ciggow

Twierdzenie 4.1. Zatdzmy, ze (x,) jest ciggiem liczbhowym o wyrazach nieujemnych
takim, ze lim, .., /T, = q € [0, +0o0]. Wowczas prawdziwe sq¢ nastepujgce zdania:

o Jezeli q <1, to 7}1_%103:” = 0. o Jezeli q > 1, to nh_)ngo Ty = +00.

1 n
Przyktad 4.2. Pokazemy, ze lim <2 + > = +00.

n— 00 n
Poniewaz ma miejsce nieréwnosé

. I\" . 1 o1
lim <2+> = lim <2+>:<2+hm):2+0:2>1,
n n

n—oo n—oo n—oo n
wiec na mocy Twierdzenia 4.1 otrzymujemy teze.

Przyklad 4.3. Pokazemy, ze lim - 0.

n—oo 271,

Poniewaz ma miejsce nieré6wnosé

: 1 1 1
lim ¢ = lim Y =~ lim Y= = 1== < 1,

wiec na mocy Twierdzenia 4.1 otrzymujemy teze.

Twierdzenie 4.4. Niech (x,) bedzie ciggiem liczbowym o wyrazach dodatnich takim, Ze
lim,, o =2 = g € [0, +o0]. Wowczas prawdziwe sq nastepujace zdania:

Tn

e <1 = limx, =0, e ¢g>1= lim z, = 400, e lim /x, =q.
n—00 n—00 n—00

an

Przyktad 4.5. Pokazemy, ze lim o= 0.

n—oo
. 3n . gn+1 . . . . . , 2 2
Niech z,, = 27. Wowczas 41 = Tnr 1)l Poniewaz ma miejsce nieréwnosé

R Y 3t pl . 3.3 n!
im = lim ——— - — = lim : im
n—oo ., n—=oo (n 4+ 1)1 37 n—oo 37 pl(n+1) nocon+41

=0<1,

wiec na mocy Twierdzenia 4.4 otrzymujemy teze.

10
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Zadanie 4.6. Stosujac Twierdzenia 4.1 oraz 4.4 obliczy¢ podane granice:

| |
(a) lim &, (b) lim —(— (c) lim n—,
n—0o0 4/n | n—oo nn

(d) lim (”’f (©) lim —" (f) lim( n )"

n—o0 2n 4 3n’ n—oo \3n + 1

Twierdzenie 4.7 (o ciagu monotonicznym i ograniczonym).

(a) Jezeli cigg (x,,) jest niemalejgcy dla n = ng oraz ograniczony z gory, to jest zbiezny
do granicy wtasciwej rownej sup{x, : n = ng}.

(b) Jezeli cigg (x,,) jest nierosngcy dla n > ng oraz ograniczony z dotu, to jest zbiezny
do granicy wtasciwej rownej inf{x, : n = ng}.

Przyktad 4.8. Ciag e, = (1 + %)n jest rosnacy i ograniczony z gory, a zatem jest zbiezny.
Granice tego ciagu oznaczamy przez e := lim,, ., (1 + %)n ~ 2,718.

Pokazemy, ze ciag (e,) jest rosnacy. Z nieréwnosci Bernoulliego mamy

1 n+1
€nt1 (1+n+1) n+1 1 KR | n+1
= A = - —— ] > (1- ) =1
en (1+) n (n+1) n (n+1)

n

Zauwazmy, ze dla n > 2 oraz n > k > 1 zachodzi nastepujaca rownoscé

(Z)sz (n—l?)!!k!n’f :n(n_l)'g{éf_“” /iv (1_;)”(1_]{;1)‘

Pokazemy teraz ograniczonosé ciagu (e,) z gory. Bedziemy korzystaé¢ ze wzoru dwumianowego
Newtona, powyzszej réwnosci oraz nieréwnosci n! > 2"~! prawdziwej dla kazdego n > 2, ktoérg
mozna udowodni¢ przy pomocy indukcji matematycznej. Zatem, dla n > 2, mamy

<1+1>n1+”1+n1+"1+ (ML
n) 1/n 2/ n? 3)n3 n)nm
:1+1+1(1 1)+1(1—1><1—2)+...+1(1—1>m<1—n_1>
21 n 3! n n n! n n

SRS L _ (L, 1 1 1

SlHldgdgt.+— < +(20+2+22+ +2n_1>
111 1

1 —4.) =1 = 3.

< +(2O+2+22+) oI

To oznacza, ze ciag (e,) jest ograniczony z gory przez 3. Z twierdzenia o ciggu monotonicznym
i ograniczonym wynika, ze ciag (e,) jest zbiezny do liczby, ktora oznaczamy e. Korzystajac ze
wzoru Taylora pézniej pokazemy, ze e &~ 2, 718.

11
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+1
Przyktad 4.9. Ciag e, = (1 + %)n jest malejacy i ograniczony z dotu, a zatem jest zbiezny.
Granica tego ciggu jest rowna e. Ponadto zachodza nastepujace nieréwnosci:

1\" 1 n+1
(%) <1 + > <e< <1 + > dla kazdego n € IN.
n n

Pokazemy, ze ciag (é,) jest malejacy. Z nier6wnosci Bernoulliego mamy

é, n+1 1 e | n+1 1

— = 1+ —F——F > — 1+ ——F | =14+ ——F5 > L

bni1 M+ 2 n(n+2) n+ 2 n(n+ 2) n(n + 2)?

Zauwazmy, ze ciag (é,) jest ograniczony z dotu przez 0. Z twierdzenia o ciagu monotonicznym
i ograniczonym wynika, ze ciag (é,) jest zbiezny. Dodatkowo mamy

) 1\ ) I\N™ . 1
lim <1+) = lim <1+> lim (1—|—>:e-1:e.

Zatem ciag (é,) zbieg do e od prawej strony, zas ciag (e, ) zbiega do e od lewej strony. Tak wiec
e, < e < é, dla kazdego n € IN.

Twierdzenie 4.10 (granice ciagow z liczba e).

1o
(a) Jezeli lim, o x, = £o00, to lim, (1 + ) =e.
xn

(b) Jezeli lim,, .oy, =0 oraz y, #0, to lim, ., (1+ yn)y% =e.

Zadanie 4.11. Obliczy¢ podane granice:

o n o + 4\"
() lim (1_>’ (b) lim (c) lim ( n+ )
Jo, (1= R (1) =2\ + 6
: 1 VR N _(nrent1)"
@ mon(+). @ () 0 ()

Zadanie 4.12. Symbolem |-| oznaczamy czesé¢ catkowita liczby rzeczywistej. Wykazaé, ze

1
— | =n—-—1dla n>2.
h/@—lJ

Wskazowka. Wykorzystaé¢ nieréwnosci: (1 + %)n <e< (1 + ﬁ)n, ktore na mocy (*) zachodza
dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

Zadanie 4.13. Wykaza¢, ze lim,, o n({/n — 1) = +o0.

Uwaga 4.14. Kazdy ciag zbiezny do granicy wlasciwej jest ograniczony, natomiast ciagi
zbiezne do granic niewtasciwych sa nieograniczone. Granica ciggu moze by¢ tylko jedna.

12
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5 Granice gorne i dolne ciggéw

Definicja 5.1. Granice dolng i gorna ciagu liczbowego {x,} okreslamy jak nastepuje
lim inf @, := sup{inf{w; | k > n} | n € N},

lim sup x,, := inf{sup{zx | k > n} | n € N}.

n—oo
A
N
&~ _
S U G
P Y I ¥ S ¥ SN ¥ SN ¥ AN ¥ S lim inf 2,
s o V-
//
» N

Definicja 5.2. Niech {z,} oraz {y;} beda ciagami liczbowymi. Powiadamy, ze {y}
jest podciagiem ciagu {x,}, jezeli istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych {n;} taki, ze
Y = Zn, dla kazdego k € IN.

Definicja 5.3. Punkt x5 € R nazywamy punktem skupienia ciagu liczbowego {x, }, jezeli
istnieje podciag {7, } clagu {z,} taki, ze limy . Tn, = xo. Zbiér zlozony z wszystkich
punktow skupienia ciagu {z,} oznaczamy symbolem S(z,). Oczywiscie S(z,) C R.

|
—
4+ el
1 len
4 eies
4 i
o
=2
I
—
|
—
4 oo
4 eus
+ =

Twierdzenie 5.4. Granica dolna (gorna) ciggu liczbowego {x,} jest najmniejszym
(najwiekszym) punktem skupienia tego ciggu, tzn.

lim inf x,, = min $(z,,) (lim sup &, = max S(:I:n)) .

=9 n—o0
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Przyktad 5.5. Rozwazmy ciag (z,) dany wzorem z, = sin 5r. Wéwczas liminf,, o 7, = —1
oraz limsup,,_,. x, = 1. Istotnie, zauwazmy, ze ciag (x,) przyjmuje tylko trzy wartosci: —1,0, 1.
Ponadto wartosci te s punktami skupienia ciggu (), gdyz T4e—1 = sin(—3 + 2k7) = —1,
Top, = sin(km) = 0, 441 = sin(§ +2kn) = 1. Stad S(z,) = {—1,0,1}. Z Twierdzenia 5.4 mamy
lim inf 2, = min{—1,0,1} = —1 oraz ligljol.}px" = max{—1,0,1} = 1.

Uwaga 5.6. Zawsze mamy liminf, ., z, < limsup,,_, ., z,. Ponadto, jezeli granice dolna
i gérna ciagu {z,} sa rowne o € R, to istnieje granica ciagu {z,} i jest réwna x.

Wlasnoséci 5.7. Rozwazmy dwa ciagi liczbowe {z,} oraz {y,}. Wowczas mamy

(a) limsup(—z,) = —liminf z,.

n—oo n—00

(b) limsup(z, + yn) < limsup z,, + limsup z,, o ile prawa strona nie jest typu oo F co.

n—oo n—oo n—oo
Jezeli jeden z ciagoéw jest zbiezny, to zachodzi rownosé.
(c) ligglf(:cn +yn) = ligglf Ty + hﬂgf yn O ile prawa strona nie jest typu foo F oc.

Jezeli jeden z ciagdéw jest zbiezny, to zachodzi réwnosc.

(d) limsup(z,y,) < (limsup x,)(limsup y,) o ile oba ciagi maja wszystkie wyrazy nieujemne
n—od n—oo n—oo

oraz prawa strona nie jest typu 0 - co. Jezeli jeden z ciggéw jest zbiezny i ma wszystkie
wyrazy nieujemne, to zachodzi rownos¢.

(e) liminf(z,y,) > (liminfx,)(liminfy,) o ile oba ciagi maja wszystkie wyrazy nieujemne
n—oo n—oo n—oo
oraz prawa strona nie jest typu 0 - co. Jezeli jeden z ciagéw jest zbiezny i ma wszystkie
wyrazy nieujemne, to zachodzi réwnosc.

(f) Jezeli z,, <y, dla n > ng, to limsup z,, < limsup y,,.

n—oo n—oo

(g) Jezeli x,, <y, dlan > ny, to lign g}f T, < lign %)I.}f Yn.

Twierdzenie 5.8 (Bolzano-Weierstrassa). Kazdy cigg ograniczony posiada podcigg
zbiezny do granicy wtasciwej. Ponadto kazdy cigg nieograniczony posiada podcigg zbiezny
do granicy niewtasciwej. W szczegolnosSci zbior punktow skupienia ciggu jest niepusty.

Zadanie 5.9. Wyznacz granice dolna i goérng nastepujacych ciggow:

o=t b= (1 EE) o (a4 ),

n

d, = " cos <m>, en = (—1)"n, fa=n(1+(=1)"),

gn=2—(—1)" h, = sin %T,
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