Definicja ciggu
Cigg, jest to funkcja przyporzadkowujaca liczbie naturalnej n element a,
pewnego zbioru A. Elementy a,, zbioru A nazywamy wyrazami ciggu.

Granice ciggow
Liczbe g nazywamy granicg ciggu (an), jezeli dla dowolnej liczby £>0 istnieje

liczba m>0 taka, ze dla wszystkich »>m zachodzi nieréwnos¢ a,-g|<s

Iiman:g<:>/\\//\n>m:>\an—g\<s

n—oo e>0 m>0 neN

Mowimy wtedy, ze ciag (a,) jest zbiezny do liczby g.



Granice niewtasciwe ciggow

lima, =+oo<:>/\\//\n>m:>an > A

Nn—00 A>0 m>0 neN

lima, :—oo<:>/\\//\n>m:>an <—A

n—oo A>0 m>0 neN



Twierdzenia o granicach ciggow zbieznych

Jezeli lima, =a i limb, =D, to

N—00 N—o0

lim(a, +b,)=a+b

n—o0

lim(a, —b,)=a-b

Nn—oo

lim(a,-b,)=a-b

N—o0

nN—o
n

|im(ﬁj=%,bn¢om¢o

lim(c-a,)=c-a

Nn—oo



Twierdzenie o trzech ciggach

a, <b <c aAlima =limc, =g=Ilimb, =g

Np.

Znalez¢ granice ciggu b, =v/3" + 5"

Wtedy ciggiem ograniczajgcym ten cigg od dotu jest a, = Q/5_”,
a ciggiem ograniczajacym od gory jest ¢, =~/5" +5", czyli

Usn <0/3" 45" <50 450

lima, =lim~y5" =5

N—co N—o0

limc, =lim¥Y5" +5" =1im¥2-5" =lim%2-lim{/5" =1.5=5

N—c0 N—c0 N—o0 N—c0 N—c0

Stad: limb =Ilim~y3"+5" =5

N—00 N—00



Wybrane granice ciggow (przykiady)
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Iim—=0
n—oo n

rO’
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la| <1
a=1
a>1

lim Ya =1,

n—0

lim %/n =1,

n—




Cigg arytmetyczny

Cigg arytmetyczny to cigg liczbowy {a,}, w ktorym rdznica dwdch kolejnych
Wyrazow: r = ax - ax; (gdzie k- jest liczbg naturalng) jest stata. r nazywamy
roznicg ciggu arytmetycznego. Wyraz n-ty obliczamy ze wzoru:

a =a, +(n-1)-r

Sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego mozna obliczy¢ wedtug
Wzoru:

a, +a,
n — 2 )

S n



Cigg geometryczny

Cigg geometryczny (postep geometryczny) to cigg liczbowy (a,), w ktérym kazdy
nastepny wyraz (poczawszy od drugiego) powstaje z pomnozenia wyrazu poprzedniego
przez statg liczbe g # 0, zwang ilorazem ciggu geometrycznego.

n-ty wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie g jest rowny:

n-1
an — al g

a sume n poczgtkowych wyrazéw obliczamy wg wzoru:

przy zatozeniu,zeg#1(dlag=1,S,=a;-n).

Jezeli (a,) jest nieskoriczonym ciggiem geometrycznym, w ktdrym ‘Q‘ < 1, to istnieje suma
szeregu geometrycznego:

a4

1-q

S=a,+a,+a, +...=



Granicga funkcji f: R — R w punkcie x, jest liczba a wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba 0 > 0, ze dla kazdego x € D spetniony jest
warunek

O<|x—=xo|<0=|f(x)—a|<e
Granicg funkcji f: R — R w o (— ) jest liczba a wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba M > 0, ze dla kazdego x > M (x < — M)
spetniony jest warunek

| fx)—al<e



Granice szczegolne funkcji

Iimiazo, dla >0

X—0 X

. sInX
lim—— =1
x—=>0 X

lIm

Xx—0

1
=Ina
X
e —1:1
X
(1+x)" -1




lima* =

X—>0

lIm

o, gdya>1 log, (1+x)
0, gdy O<a<l |, X

=log, e

o, gdy O<ax<l IXIEJ X

X—>—00

o {O, gdy a>1 In(1+ X)
lima” =




Wtasnosci granic

lim( f (x)+g(x))=lim f (x)+limg(x)

X—a X—a X—a

lim(f (x)—g(x))=limf(x)-limg(x)

X—a X—a X—a

lim(f(x)-g(x))=lim f(x)-limg(x)

X—a X—a X—a

lim £ ()

50 iy o9

X—a

lim(c- f (x))=c-lim f (x)

X—a X—a

Granice funkcji f(x)= L(x) , gdzie L(x)

M (x)
i M(x) s wielomianami obliczamy,
stosujgc powyzsze wtasnosci, po
uprzednim podzieleniu licznika i
mianownika przez najwiekszg potege x,

ktora wystepuje w mianowniku.




Ciggtosc funkcji

Funkcja f jest ciggta w punkcie x,, jezeli:
1)jest okreslona w punkcie xg
2)ma granice w punkcie xg
3) lim f(x)=f(x,)

X—>Xg

Wtasnosci funkcji ciggtych
Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa ciggte w punkcie xg, to funkcje:

f
f(x)+ g(x), f(x)—g(x), f(x)-g(x), % sg rowniez ciggte w punkcie xo,

(dla ilorazu musi by¢ spetnione zatozenie, ze ).  9(X)#0 I lm g(x)#0



