Zbiory w przestrzeni R"

1. Otoczeniem Uy punktu B)(xo,yo) jest zbidr punktéw ptaszczyzny, ktorych
wspotrzedne x, y spetniajg nierdwnosc

(x—xo)2 +(y—y0)2 <r?

(wnetrze kota o $rodku w £ i promieniu r, r >0)

2. Sasiedztwem So punktu Po(xo» J/o) jest zbior punktow ptaszczyzny, ktérych
wspotrzedne x, y spetniajg nierdwnosc¢ podwojng

0< (x—x0)2 +(y—y0)2 <r’
(wnetrze (pierécieri) kota o érodku w £ i promienia r, bez punktu £o)

3. Zbior Z nazywamy zbiorem ograniczonym, jezeli wszystkie jego punkty lezg w
pewnym kole.



4. Punkt fy €Z nazywamy punktem wewnetrznym zbioru Z, jezeli do Z nalezy
otoczenie Up punktu E)(Uo CZ).

5. Zbiorem otwartym nazywamy taki zbior Z, ktérego kazdy punkt jest punktem
wewnetrznym.

6. Punkt £o nazywamy punktem skupienia zbioru Z, jezeli w kazdym sgsiedz-
twie S tego punktu znajduje sie punkt nalezacy do Z.

7. Zbiorem domknietym nazywamy taki zbior Z, do ktorego nalezg wszystkie
jego punkty skupienia.

8. Obszarem nazywamy taki zbidr Z, ze kazde dwa jego punkty mozna potaczyc
tukiem (famang) zawartym w tym zbiorze.

9. Punkt P nazywamy punktem brzegowym zbioru Z, jezeli w kazdym jego oto-
czeniu Up znajduje sie punkt nalezacy i nie nalezagcy do Z. Zbiér wszystkich
punktow brzegowych zbioru Z nazywamy jego brzegiem.



Funkcja dwoch zmiennych

Niech Z oznacza zbiér punktéw P(x, J’) ptaszczyzny.
Funkcja dwoch zmiennych x, y okreslong w zbiorze Z nazywamy

przyporzgdkowanie kazdemu punktowi P(x, y) €Z doktadnie jednej liczby z e R
(R — zbior liczb rzeczywistych)

f: Z—> R

(z = f(x, y))

X , ¥ nazywamy argumentami (zmiennymi niezaleznymi), z nazywamy wartoscia
funkcji (zmienna zalezna), f jest symbolem funkcji, zbiér Z nazywamy dziedzing
funkcji. Jezeli dziedzina funkcji f nie jest podana, wéwczas przyjmujemy, ze jest

nig zbior wszystkich punktow P(x, y) ( par liczb x, y), dla ktérych wzér f(x, J/) ma
sens (dziedzina naturalna).



Definicja granicy funkcji dwdéch zmiennych wedtug Cauchy’ego
Zaktadamy, ze funkcja Z:f(x» ;V) jest okreslona w zbiorze D oraz
Po(xm J’o) €D jest punktem skupienia zbioru D.

Liczbe g nazywamy granicg (podwdjng) funkgji f(X, J/) w punkcie £, jezeli dla
dowolnej (kazdej) liczby &> 0 istnieje taka liczba 0 >0, ze dla kazdego punktu
P(x,y) nalezacego do sasiedztwa So punktu £ o promieniu O spetniona jest

nierdwnoéé ‘f(x, y)—g‘ <&,

im f(xy)=g =/\V _/\
% £>0 5>0 P(x)eD

Y—Yo

O<\/(x—x0)2+(y—yo)2 <5:>‘f(x,y)—g‘<8



Granice iterowane (fac. iteratio — powtarzanie)

Niech X, =(x,.x,+%), gdzie *, jest punktem skupienia zbioru X, oraz

Yy = (J/o, Yo +k) , gdzie Yo jest punktem skupienia zbioru 1.

a.Jezeli dla dowolnego ustalonego Y €1 istnieje granica wiasciwa funkgcji

f(x, y) lim f(x’ y) - g(y) oraz istnieje granica lim g(y), to granice te na-

X=X Y=o

Zywamy granicg iterowana funkg;ji f(x, J/), gdy X — Xy, a nastepnie Y = Vo |

oznaczamy }Eg[ylglylo /(. ,V)}



b.Jezeli dla dowolnego ustalonego X €X, istnieje granica wtasciwa funkcji
f(x, y) }E‘;‘O f(x, y) - h(x) oraz istnieje granica ,}E{}O h(x)’ to granice te na-

Zywamy granicg iterowang funkgji f(x, )’), gdy ¥ — Yo, a nastepnie X 2> X, i

oznaczamy ylgryli)}gg f(x, y)} .

Granice iterowane funkgji f(x, J/) (jezeli istniejg) nie muszg by¢ rowne.

5. Ciagtos¢ funkcji dwoch zmiennych
Funkcje f(x, y) nazywamy ciggta w punkcie Po(xoa yo), jezeli

lim f(x, )= f(xy, ¥o)

X=X,
Y=Y



Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu

Niech funkcja f(x, ) bedzie okreslona w otoczeniu U, punktu Po(xo,yo) oraz
Pl(xO-I—Ax, YO), P(xq, yo +Av) €Uy,

1. Jezeliistnieje granica wtasciwa

lim f(xo +Ax, J’O)_f(xo» J’O)
Ax—0 Ax

to nazywamy jg pochodna czastkowa rzedu pierwszego funkcji f(x.») wzgledem
x w punkcie R(x,, »,) i oznaczamy symbolem

TYpym <

o o (x()a)’o) badz fx'(xod’o)



2. Jezeliistnieje granica wtasciwa

lim f(an Yo "‘AJ’)_f(XOa J’O)

Ay—0 Ay
to nazywamy jg pochodng czgstkowg rzedu pierwszego funkgcji f(x, ) wzgledem
zmiennej y w punkcie B (X, ) i oznaczamy symbolem

% q ;
%(Po) lub %(xo,yo) badz fy'(xoayo)

W praktyce przy obliczaniu (wyznaczaniu) pochodnych czgstkowych korzystamy
ze wzorow na pochodne funkcji jednej zmiennej, zaktadajac, ze druga zmienna
jest parametrem (stata).



f(x,y)= x2-3xy = x2-3y-x
f'x=2x-3y-1=2x-3y
f'y=0—3x-1=-3x

z=X-(x-siny)

Z'v= 1-(x-siny)+x-(1-0) = 2x - siny
Z'y= 0-(x-siny)+x-(0-cosy)= -xcosy
z=f(x,y)

Z'x i Z'y
124 H 124 27 H 124
Z XX | Z Xy Z yX | Z vy



Rozniczka zupeina
Dana jest funkcja z Zf(X, y) rozniczkowalna w punkcie Po(xo: yo) oraz punkt P(x, ;V).

Przyrostem funkcji f w punkcie £, dla przyrostu argumentow Ax, Ay nazywamy wyrazenie
Af:f('xO—'_Axa y0+Ay)_f(x0) y0)9 glee AXj:x—x(), Ay:y_yo .

of

Wyrazenie 0T :&(Xo’yo)AX nazywamy rézniczka czastkowa funkcji f wzgledem x w
of
punkcie F, dla przyrostu argumentu Ax, analogicznie wyrazenie dyf—a(xo,yo)Ay

nazywamy rozniczka czastkowa funkcji f wzgledem y w punkcie £ .

Sume rozniczek czgstkowych funkcji f w punkcie £, nazywamy rdézniczkg zupeing i

oznaczamy symbolem 4/ (X0, %) (lub df
_o of

df(xm J/O) = a(xm J’O)dx"'@(xm yo)dy



lub
df (%5, o) = T (Xor Yo )X+ f, (%o, Y, ) dy

gdzie dx=Ax=x-x,, dy=Ay =y -, sgrézniczkami argumentéw x, y.



