Rok 1T Temat 7 SZEREGI FUNKCYJNE. SZEREG POTEGOWY. SZEREG
TAYLORA

1. Ciag funkcyjny

2. Szeregi funkcyjne. Zbiezno$¢ jednostajna

3. Szereg potegowy. Promien zbieznosci szeregu potggowego.
4. Szereg Taylora

Ciag funkcyjny

Niech U, oznacza niepusty podzbiér zbioru R(U, < R) . Ciagiem funkcyjnym (f,(x)) w
zbiorze U, nazywamy przyporzadkowanie kazdej liczbie naturalnej doktadnie jednej funkcji
okreslonej w U , .

[0, f,(0),..., f,(x),...xe U, . Funkcje¢ f, (x) nazywamy n-tym wyrazem ciagu (f, (x)).

Definicja granicy ciqgu funkcyjnego
U,
limf,()=f(x) & A A\ A(f, ()= f)]<e)

Definicja jednostajnej zbieinosci ciqgu funkcyjnego (f,(x)) do funkcji f(x)

lim £, () =7 (x) & A\ A A(f, ()= f(0]<e)

>0 0 xeU, n>0

(Symbol J pod znakiem réwnosci oznacza zbieznos$¢ jednostajng).
Szereg funkcyjny

Dany jest ciag funkcyjny (f,(x)) dla xe U, .
Ciag (S,(x)) owyrazach S, (x)= f,(x)+ f,(x)+...+ f,(x) nazywamy szeregiem funkcyjnym i

oznaczamy symbolem ifn (x) lub fi(x)+ fL(x0)+..+ f,(x)+...

n=l1

Szereg z f, (x) nazywamy zbieznym w U, jezeli ciag (S, (x)) jest zbiezny w U, .
n=l1
u,
Jezeli lim S, (x)=S(x), to funkcj¢ S(x) nazywamy suma szeregu.

Jezeli z £, (x)| jest zbiezny w U to z f, (x) nazywamy bezwzglednie zbieznym w tym

n=l1 n=l1

zbiorze.

U(l hed
Jezeli lim S (x)=S(x) to E £, (x) nazywamy jednostajnie zbieznym w U, .
n—oo 7

n=1




Twierdzenie (Kryterium jednostajnej zbieznosci Weierstrassa)

Jezeli istnieje me N taka, ze dla kazdego n>m, ne N i dla kazdego xeU, speliona jest

oraz szereg liczbowy (majoranta szeregu funkcyjnego) Zan jest

n=1

nieréwnosé |f, (x)| < a

n

zbiezny, wowczas szereg funkcyjny z f.(x) jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w
n=1

zbiorze U,,.

Mozna wykazad, ze jezeli szereg funkcyjny Z £, (x) jest jednostajnie zbiezny w zbiorze U, do
n=1

funkcji f(x) ijego sktadniki f,(x) sa funkcjami ciaglymi w punkcie x, € U,, to suma szeregu
f(x) jest funkcja ciagta w punkcie x,.

Szereg potegowy

Szereg funkcyjny postaci Z“" (x—x,)" nazywamy szeregiem potegowym o $rodku xo. Ciag
n=0

(a,) nazywamy ciagiem wspétczynnikéw. Dla x, =0 szereg potggowy jest postaci Zanx" .
n=0

Liczbe re R, u{0} taka, ze ) a,x" jest zbieiny dla [x| < r, a rozbiezny dla |x| > r, nazywamy
n=0
promieniem zbieznoS$ci szeregu potggowego.

Twierdzenie (wzor na promien zbieznosci)

arH—l

Jezeli istnieje lim =g lub limy an| =g, to promien zbieznos$ci r szeregu potggowego

n

Z a,x" wyznaczamy ze Wzoru
n=0

0, gdy g =roo,
, gdy 0< g <o,

+oo, gdy g=0.
Szereg Taylora

Zakladamy, ze funkcja f e C*(U,), gdzie U, jest otoczeniem punktu x,.
Szeregiem Taylora dla funkcji f w otoczeniu U, nazywamy szereg potggowy postaci

n! 1! 2! n!
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Szereg Taylora jest zbiezny do funkcji f (funkcja f jest suma szeregu Taylora) dla tych
wartosci x, dla ktérych lim R, (x) =0, gdzie R,(x) jest reszta we wzorze Taylora. Szczeg6lnym

przypadkiem szeregu Taylora jest szereg Maclaurina (dla x, =0)

WAL

f(0

£ (0)x"

+ +...
1! 2!

+...

n!

Przyklady rozwinigcia w szeregu Maclaurina wybranych funkcji.

/\ 2 n

1. XER e =l+ot it 4t
12 n!

A 3 5 1\l 261

2. X€R sinxzx—x—+x—+...+(1)—x
315 (2n-1)

VAN 2 4 )2

3. X€R cosx=1——+x—+...+( 1) x +...
20 4l (2n)
a (21 a o
4. (1+x) :1+(1jx+(zjx2+“'+( jx”+... dla xe(-1,1), as<-1,
n
xe(-L1),  -l<a<0,
xe(-L1),  a>0.
Przyklady
1. Obliczy¢ promien zbieznos$ci szeregdéw potegowych
I n o 3n
X n
a ;b x".
) ,,Z::’n-3" ) ;(2n+lj
Rozwiazanie
2) g =lim% = tim S _gim— "L e =L o3
el g | oo (13 = 3(n+1) 3
n 3n n 3
b) g =limz%/la, |=1limz =lim =— ,wiec r=—=38
8= SN =50 (2n+1j "—>°°(2n+1j ¢ g

2. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potggowego z x".

= Inn



Rozwigzanie

Wyznaczamy promien zbiezno$ci szeregu.

—pim %t | 2 g 270 2Dn o ewaz Tim M
8 = a, | =In(n+1)2" = In(n+1) P = In(n +1)
| B 1 |
nx X+
dvz li =1 X =i =1.
g yZ 111—133 1n(x+l) xl—I};l l xl—I};l X
x+1

o, 1 1 . . . 11
Promien zbieznosci r = — = 5 zatem szereg jest zbiezny w przedziale otwartym 5,5 oraz
8

jest rozbiezny w zbiorze (— oo, — %) U (%, j . Zbadamy zbiezno$¢ szeregu dla x = —% oraz

1 . . .
x=—. Dla x = —— otrzymujemy szereg liczbowy naprzemienny.

22 '(_ ;J _y LU

. . 1. . | .
. Poniewaz ciag | — | jest malejacy oraz lim—— =0, wigc na
Inn = Inn Inn

= Inn

podstawie kryterium Leibniza otrzymany szereg naprzemienny jest zbiezny, stad dany szereg

jest zbiezny dla x = —% .Dla x :% otrzymujemy szereg liczbowy o wyrazach dodatnich.

sl s

n=2 ln 2 n=2 ln n

: o1 1 1. . . . .
Poniewaz . >— dla n>2 oraz Z— jest rozbiezny, wigc na podstawie kryterium
nn n o n

. . e 1o . .
poréwnawczego wnioskujemy, ze E o jest rozbiezny. Ostatecznie dany szereg potggowy
= Inn

jest zbiezny w przedziale { — l,l) .
22
Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x)=3/1+ x.

Rozwiazanie

Korzystamy z rozwinigcia w szereg Maclaurina funkcji (1+x)“:

a(a-1) [N a(a-1)(a-2) e
2! 3!

+... dla —1<x<l1.

(I+x)% =1+0x+



1

Poniewaz 3/1+x =(1+x)?, wiec mamy

1 2
3 Ix 2 x 2 5 x 258 x*
—3/ — 3oqarr_ 2 X X490 x . s
f)=A41+x=(1+x) —1+31! 3 2! > 3 3 4!+.... Szereg jest zbiezny

dla -1<x<1.

Zadania

n

1. Obliczy¢ promien zbiezno$ci szeregu: a) z 26 x";

\/_
2. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci szeregdw potggowych:

a) i( 1)n+1 x b) Z( 3)

n=1 n=1

3. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje: a) f(x)=2";b) f(x)=+1+x

Odpowiedzi
11
1l.a) 1;b) +oo; .a LI>;b)| ——,—).
) 1;b) ) (= )( 3 3>

In2 In?2 , In""2
x+ X4t

3.a) 2" =1+——- X +... X" X€R.
1! 2! (n=1!
I x 1 x* 1.3 %X 135 x*
b) VI+x=14+————- —t
) 211 2% 20 2% 3 24 4
Lp.
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