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1. Szereg liczbowy

2. Kryteria zbieznos$ci szeregéw o wyrazach nieujemnych
3. Szereg naprzemienny

4. Szereg o wyrazach dowolnych

Szereg liczbowy

Dany jest ciag (a,), a, € R. Niech S, =) "a,, neNn.
i=1
Ciag (S,) nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy symbolem

oo

Zan =a,+a,+.+a,+...

n=1

Jezeli limS, =lim(a, +a,+..+a,) =S, SeR to szereg » a, nazywamy zbieznym, a
n=1

liczbe S nazywamy suma szeregu.

oo

Jezeli Zan nie jest zbiezny, to nazywamy go szeregiem rozbieznym.
n=1
Warunek konieczny zbieznoS$ci szeregu

Jezeli ) a, jest zbiezny, to lima, =0.
n—o0

n=1
Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach nieujemnych

1. Kryterium d Alemberta

Dt q,to Zan (a,>0) jest zbiezny, gdy ¢ <1, natomiast rozbiezny, gdy ¢>1,
a

Jezeli lim

n n=1

jezeli g =1 kryterium d”Alemberta nie rozstrzyga o zbieznosci Z a, .

n=1

2. Kryterium Cauchy ego

Jezeli lim%/a, =g, to Zan (a, = 0) jest zbiezny, gdy g <1, natomiast rozbiezny, gdy ¢>1,

n=1

jezeli g =1 kryterium Cauchy ego nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu Z a, .

n=1



Kryterium poréwnawcze
Jezeli 0<a,<b,,dla n>n,, n,n,eN, to

a) ze zbieznosci Y b, wynika zbieznos¢ » a

n=1 n=1

n

b) z rozbieznosci Zan wynika rozbieznos¢ an .

n=1 n=1

4. Kryterium catkowe
Jezeli funkcja f(x) jest malejaca i dodatnia dla xe<n0, ) oraz f(n)=a, dla

n2n,, n,ny€N,to Zan jest zbiezny (rozbiezny) wtedy i tylko wtedy, gdy J f(x)dx jest

zbiezna (rozbiezna).
Szereg naprzemienny

n+1
a,

Szereg postaci z

n=1

a, >0 nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Kryterium Leibniza zbiezno$ci szeregu naprzemiennego

Jezeli (a,) jest nierosnacy i lima, =0, to szereg Z:(—l)"+1 a, jest zbiezny.
n=1

Zbieznos¢ bezwzgledna (absolutna)

Jezeli i|an| jest zbiezny, to ian jest zbiezny.

n=1 n=1

Szereg Zan nazywamy wowczas bezwzglgdnie zbieznym, jezeli natomiast Zan jest

n=1 n=1

zbiezny, a Z'an| jest rozbiezny, to nazywamy go warunkowo zbieznym.

n=1
Przyktady

1. Zbada¢ zbieznos$¢ szeregéw:

( n+l "
)Zs"v b)z(3n+2) ' )Z

n=1 n=1

'n +4n+7

§ >
2

Sniln“n
Rozwiazanie

a) Stosujemy kryterium d’Alemberta.



: an+1 :
q = hm = hm n+l n n n 1
e q o2 3 (e )In" e 3" 3epl(n+ " =3

:1im1(1+lj =§<1,

n—oo 3 n

(n+1)"3"n! . (n+1)"(n+1)3”n!_l.ml(n+ljn _
n

wigc szereg jest zbiezny.

b) Stosujemy kryterium Cauchy’ego.

+1Y +1Y
g =lim%/a, =lim¢ n = lim| =0<1, wigc szereg jest zbiezny.
n—o0 n—o0 3n =+ 2 n—o0 3n =+ 2

c¢) Stosujemy kryterium poréwnawcze

1 1 1 1 1
= = < <—
n*+4n+7 (2 +4n+4)+3  (n+2)+3  (n+2) n°

. e 1 . . . . .
Poniewaz Z_z jest zbiezny, wigc rozpatrywany szereg jest zbiezny, czyli

n=1
o 1
S e
mn +4n+7
d) Stosujemy kryterium catkowe.

Zbadamy zbiezno$¢ calki niewlasciwe;j.

) A
I -—dx=1lim ——dx. Wyznaczamy catkg nieoznaczona.
> xIn” x Ao xIn® x
Inx=t
1 1 1 -1
——dx=|1 =|5dt=—+C=—+C, wigc
lenzx ;dx:dt Itz t Inx €

o1 ) -1)A . -1 1 1
I —dx=1lim| — | =lim| —+——|=——".
> xIn” x A-e\Inx )2 A-=\InA In2 In2

Calka niewlasciwa jest zbiezna, wigc réwniez dany szereg jest zbiezny.

- +1
2. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu: T ,
& ”Z:I: =D nn+2)

Rozwiazanie
Szereg jest szeregiem naprzemiennym, wigc do badania jego zbieznosci zastosujemy
kryterium Leibniza.



n+l1 . . . . . .. .
ag [ ( 2)j jest malejacy oraz lim =0, wigc szereg jest zbiezny. Szereg wartosci
n(n+

nn+2)

bezwzglednych jest postaci z . Poniewaz *l > = !
1n(n+ 2) n(n+2) nn+2) n+2
S|
oraz
,,Z:; n+2

réwniez rozbiezny.

jest rozbiezny, wigc na podstawie kryterium poréwnawczego Z (n12)
o n(n+

Ostatecznie Z:(—l)"+1 _n+l jest zbiezny warunkowo.
n=1 n(n + 2)

Zadania:
1. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregéw o wyrazach nieujemnych:

PE S oS St

1
n=1 n=1 +1

2. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregow:

2) i(s ) . b) Zcosna Z ,,+1

n=1 n=1 n=l1 n +1
Odpowiedzi

1. a) rozbiezny; b) zbiezny; c) zbiezny; d) zbiezny.
2. a) zbiezny warunkowo; b) zbiezny bezwzglednie; c) rozbiezny.
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