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Definicja
Funkcje F(x) taka, ze jej pochodna réwna si¢ danej funkcji
f(x) dla x€(a, b) tzn. F'(x)=f(x)
nazywamy funkcja pierwotng funkcji f(x). Jezeli dwie funkcje maja w pewnym przedziale

réwne pochodne, to moga rézni¢ si¢ co najwyzej o stata

VAN
(x e(a, b) f'(x)=¢g(x)= f(x)=g(x)+C, gdzie C — dowolna stalaJ

Z twierdzenia tego wynika, ze jezeli F(x) jest funkcjq pierwotna, to dowolna funkcja pierwotna
funkcji f (x) jest postaci G(x) = F(x) +C.

Definicja
Zbidr funkcji pierwotnych danej funkcji f(x) nazywamy calkq nieoznaczong funkcji
f (x) 1 oznaczamy ja symbolem I f(x)dx=F(x)+C

(czytamy ,,catka f(x) po dx”), gdzie F(x) oznacza dowolna funkcj¢ pierwotng funkcji f (x).
Funkcje f(x) nazywamy funkcja podcatkowa, a liczb¢ C — stala catkowania. Wyznaczenie
funkcji pierwotnej nazywamy catkowaniem. Catkowanie jest dziataniem odwrotnym do

rézniczkowania. Nalezy jednak podkresli¢, ze catkowanie jest trudniejsze od rézniczkowania.

Twierdzenie
Kazda funkcja ciggta w pewnym przedziale jest w tym przedziale catkowalna.
Twierdzenie

2 [[rea] =rsb) [rma=ro+c.

Twierdzenie

Zatozenie: istnieja funkcje pierwotne funkcji f (x) i g (x).
Teza:

a) czynnik staty mozna wylaczy¢ przed znak catki j k-f(x)dx= kJ. f(x)dx keR

b) catka sumy réwna si¢ sumie catek J.[f(x) +g(x)|dx= Jf(x)dx +J g(x)dx



Metody catkowania

Calkowanie przez czeSci
Jezeli funkcje f, ge Cl(Xp) to Jf’(x)g(x)dx = f(x)~g(x)—Jf(x)g'(x)dx

Calkowanie przez podstawianie (metoda zamiany zmiennych).

Jezeli funkcja f jest catkowalna w przedziale (a,b) i funkcja x=g(t)e C'((«,f3)) oraz
a<g®<p 1o [ f(de= flg®e ()dr.

Calkowanie funkcji wymiernych

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianow.

F,(x)
G, (x)
nazywamy funkcja wymierna wlasciwa, jezeli natomiast n=m, to funkcje t¢ nazywamy
funkcja wymierng niewlasciwa.

Funkcj¢ wymierng niewlasciwa przedstawiamy w postaci sumy wielomianu i funkcji
wymiernej wiasciwe;j:

> m

Jezeli F,(x),G,(x) sa wielomianami stopnia n i m, gdzie n<m woéwczas funkcje

(k<m)

Funkcje wymierng wtasciwa rozktadamy na sumg¢ utamkoéw prostych, tzn. funkcji wymiernych
postaci:

A Ax+B
" — Dt T peN gdzieA=b* —dac <0

(x_a)n (ax2+bx+c)

Calkowanie ulamkow prostych

1. J A dx=A~ln|x—a|+C,
x—a
i Ade A 1o o
(x=a)" 1=7 (x-a)

Calkowanie funkcji niewymiernych

1. Niech R(u, v) oznacza funkcj¢ wymierna zmiennych u, v.

1. jR(x,n‘/““dex . ad—bc#0.
cx+d

Podstawienie (sprowadzamy catke do calki funkcji wymierne;j) 1'1/ = +Z =t.
cx+




2. J. ( ax +bx+c)d

Podstawienia Eulera (na ogét nieefektywne, prowadzace do skomplikowanych catek funkcji
wymiernych)

\/;xit, a>0
vax* +bx+c = xt+\/;, c>0
t(x—xl), A>0

x, — jeden z pierwiastkéw tréjmianu ax® +bx+c.

PrzypadKi szczegolne

f(x)
3jm

dx , podstawienie flx)=t.

dx

J.\/a)c2+bx+c

Sprowadzamy tréjmian ax® +bx +c do postaci kanonicznej i otrzymujemy catki typu:

dt
=lnt+\/t2+k‘+C.
J\/052—1

4.

=arcsin—+C lub

[~
|04 Vi vk

2. Calkowanie funkcji trygonometrycznych

Calke postaci J R(sinx, cosx)dx, gdzie R jest funkcja wymierna zmiennych sinx, cosx

mozemy zawsze sprowadzi¢ do catki funkcji wymiernej stosujac podstawienie (uniwersalne)
t al t
g— =
2
Woéwczas sinx, cosx, dx sa funkcjami wymiernymi zmienne;j ¢

2t cosx—l_tz 2dt
1+2° 1+2° 1+122

sinx =

PrzypadKi szczegolne

1. Jezeli R(-sinx,cosx)=—R(sinx,cosx) (R jest funkcja nieparzysta wzgledem sinx),

podstawiamy: cosx =t .



2. Jezeli R(sinx,—cosx)=—R(sinx,cosx) (R jest funkcja nieparzysta wzgledem cosx),
podstawiamy: sinx=t¢.
3. Jezeli R(—sinx,—cosx)= R(sinx, cosx) (R jest funkcja nieparzysta wzglgdem sinxicosx

jednoczesnie), podstawiamy: tg x=1¢.

Przyktady
1. Znalez¢ catke nieoznaczong I 3" cosxdx:

Rozwiazanie

Stosujemy wzor na catkowanie przez czesci:
3)(

= [3 cosxar=| S O=3f=1m | TN, L3 e,
g(x)=cosx,g'(x) =—sinx In3 In3
NPT 3 X ‘.
11:J3‘”sinxdx= J'(x)=3 ’f(x)_1n3 _3isinx 1 3)‘cosxdx:3 sinx_ 1
In3 In3 In3 In3

g(x)=sinx, g'(x)=cosx
Podstawiamy catke I, do catki 7.
_3'cosx | 1 (3%sinx 1 _3%cosx  3'sinx

1
— ———1[ | oraz I+ > I = 3
In3 In3\ 1In3 In3 In“3 In3 In“3

(1_'_ 12 )123 cosx 3 S;nx,ostatecznie ;3 (1n3cos;§—s1nx)+c'
In"3 In3 In"3 1+In°3

>

2. Wyznaczy¢ catke J.x\/)c2 +1dx;

Rozwiazanie
Podstawiamy X +l=t, stad x* +1=1> oraz 2xdx =2tdt, czyli xdx=tdt .

3
3 2
Otrzymujemy Ix\/XZ +1dx='[\/x2 +Ide:If2df:%+C: Vx3+1 +C.

x+1

3. Wyznaczy¢ catke J.de;
X— X+

Rozwiazanie

Funkcje podcatkowa rozktadamy na sumg utamkéw prostych.
x+1 A B

= + + ,
(x-1)(x+3) x-1 x+3 (x+3)
x+1=(A+B)x*+(6A+2B+C)x+9A—-3B+C.
Poréwnujemy wspéiczynniki przy odpowiednich potggach x:

stad



x>:A+B=0
x' :6A+2B+C=1
x’:9A-3B-C=1

Rozwiazujac uktad réwnan mamy: A:%’ B z—%, C :l’ wiec
x+1 1
_— — —— — lnx 1——1nx+3 ——+C=
J‘(x 1)(x+3)° J‘x 1 J‘x+3 J =1 | - 2(x+3)
=l _ 1 ¢
8 |x+3| 2(x+3)

4. Znalez¢ podane calki nieoznaczone:

a)J' dx ) b)J' x+2
a2 +2x+3 NxT+2x+5

Rozwiazanie

a) Korzystamy ze wzoru I

dx
:ln‘x+\/x2+k‘+C.
NxP+k

Sprowadzamy tréjmian kwadratowy x° +2x+3 do postaci kanonicznej:
X +2x+3=(x+1)7+2
x+1=t

=lnt+\/t2+2‘+C=ln

x+1+ (x+1)2+2‘+C

dt
I\/t2 +2

b) Stosujemy metod¢ wspoétczynnikéw nieoznaczonych.

x+2 dx
= dr=aVxX* +2x+ 5+ A —}—}—/——— .
'[\/x2+2x+5 '[\/x2+2x+5

Po zrézniczkowaniu obu stron otrzymujemy
x+2 B a(x+1) N A

et e2x+5 AP +2x+5 AP 42x45 )
stad x+2=ax+a+ A, wiecc a=1,A4=1. Zatem

1:I\/x2+2x+5='[\/(x+1)2+4 S (x+1)2+4‘+C.

Ostatecznie [ =+/x*+2x+5 +ln‘x+1+\/x2 +2x+5‘+C.

I\/x2 +2x+3 :I\/(x+l)2+2

=In

5. Znalez¢ podane catki nieoznaczone funkcji trygonometrycznych:

)J. dx ; b) jsin3xcos2xdx;
sin x

Rozwiazanie
a) Stosujemy podstawienie uniwersalne



g =t
§5° 2dr
dx . 2t 1+12
=[sin x = = = ——lnt+C—lnt +C.
jsinx 1417 =[5 j d gz
dx = 2dt 14172
1+1¢2

b) Funkcja podcatkowa jest nieparzysta wzgledem sin x , wigc podstawiamy
cosx=t, —sinxdx =dt .

~'.sin3 xcos” xdx = J.sinz x-cos” x-sin xdx = J.(l—cosz x)0032 xsin xdx = J(l—tz)tz(— dt)=

5 3 5 3
:J(t4—t2)dt:t——t—+czcos TS e
5 3 5 3

Zadania
1. Znalez¢ podane catki nieoznaczone (catkowanie przez czgsci):

a) jxezxdx; b) I\/;ln xdx;

2. Znalez¢ podane catki nieoznaczone (metoda zamiany zmiennych):

9 [ [l

X

3. Znalez¢ podane catki funkcji wymiernych:

D [ [

x(x*+1)

4. Znalez¢ podane calki funkcji niewymiernych:

1 [x+1 dx

5. Znalez¢ podane catki funkcji trygonometrycznych:
a J. S0 X dx;b) Isin 2xsinSxdx ;

1+sinx

Odpowiedzi
1 2x 1 2x 2 2
l.a) —| xe™ ——e™ |[+C;b) —x*(BInx-2)+C;
2 2 9
2.a) —2cosyx+C; b) l1112x+1n|1nx|+c;
3.a) —In[x|+— 1n|x 1+ —ln|x+l|+C b) In—— [ +C;;

N

4. a) —2,/’“—+1 +ln‘l+2x—2\/x2+x‘+C;b) 21In|x+3|+3In|x—3/+C;
X



1
cosx

5.a)

—tgx+x+C;Db) %sin8x+lsin4x+c;

Lp.
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