Rok I Temat 10 REGULY DEL’HOSPITALA, ASYMPTOTY, BADANIE
PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

1. Reguty del’Hospitala
2. Asymptoty wykresu funkcji
3. Wszechstronne badanie przebiegu zmiennosci funkcji postaci y = f(x)

Reguly de L’Hospitala

1. Symbol nieoznaczony {%}

Jezeli funkcje f(x) i g(x) rézniczkowalne w otoczeniu U, punktu x, spelniaja

warunki:

1.1. lim f(x)=lim g(x)=0
X=X X=X

1.2. istnieje granica (wtasciwa lub niewlasciwa)
lim f,(x):g’ g'(x)#0dlax=#x,xeU,
X=X g (x)

to istnieje lim /() =g
x=x, g(x)

2. Symbol nieoznaczony i}.

Jezeli funkcje f(x) i g(x) rézniczkowalne w otoczeniu U, punktu x, spelniaja

warunki:
2.1. lim f(x)=lim g(x)=co, dla x #x,
2.2. istnieje granica (wlasciwa lub niewlasciwa)
lim f,(x) =g, g'(x);tOdlaerO
X—>Xo g (x)
to istnieje lim /() =g
=x, g(x)
Asymptoty krzywych

1. Asymptoty pionowe

Jezeli lim f(x)=oo(—o0) lub lim f(x)=+eo(—e0), to prosta x=x, jest asymptota pionowa

X—xg X—xg

wykresu funkcji (krzywej) y = f(x).




2. Asymptoty ukosne

Asymptota uko$na wykresu funkcji y = f(x) nazywamy prosta o réwnaniu y = mx+n taka, ze

lin;[f(x)—(mx-i- n)] =0 lub lirflm[f(x)—(mx+n)] =0. Wéwczas m= lim f(x) lub m= lim f(x) ,

X—eo X X——e0 X

n= lin;(f(x)—mx) Iub n= lin;(f(x)—mx) mneR.

Jezeli m=0, to prostag o réwnaniu y =n nazywamy asymptota pozioma.

Badanie przebiegu zmienno$ci funkcji mozemy przeprowadzi¢ wedlug nastgpujacego
schematu:

Okre$lamy dziedzing funkcji,

Wyznaczamy granice funkcji na krancach przedziatéw okre§lonosci,

Znajdujemy punkty przecigcia wykresu funkcji z osiami uktadu wspétrz¢dnych,
Sprawdzamy, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa,

Wyznaczamy asymptoty wykresu funkcji (pionowe, uko$ne),

Znajdujemy ekstrema funkcji oraz przedziaty monotonicznosci,

Znajdujemy punkty przegigcia oraz przedziaty wypuklosci i wklgstosci,

Szkicujemy wykres funkcji na podstawie informacji uzyskanych w punktach 1 — 7, ktére
mozna zestawi¢ w postaci tabelarycznej.

Nk B =

Przyklady

1. Obliczy¢ granice funkcji:

a) lim3 _1; b) lim| L ;¢ lim| — .
x—0 X x—1 lnx x_l x—0t X

Rozwigzanie

Symbol H nad znakiem réwnos$ci oznacza, ze stosujemy regul¢ de L’Hospitala. Ponadto
zakladamy, ze istnieje granica po prawej stronie rownosci.

x_ H X
2) lim> ! L 103 _

x—0 X x—0

In3;

b) Wystapit symbol nieoznaczony [oo - oo] wigc musimy przedstawi¢ funkcje w takiej postaci

[ee]

aby wystapit réwnowazny symbol [g} lub {i} .

: 1 1 . x—1-Inx . .10 . .
lim| — ——— | =lim——=——. Mamy symbol nieoznaczony postaci | — | a wigc mozemy
=iInx x—1) =1 (x=1)lnx 0

stosowac reguty de L’Hospitala (dwukrotnie).



. x—l-Inx?" . 1_; . x—=1 " 1 . 1 1
PR ) P R o a2 2
k X— nx Inx+-—— k xinx+x— k Inx+x-—+1 nx+

X X

¢) Mamy symbol nieoznaczony [ooo].

Niech A(x)= (lj I h(x)= 1n(lj , Inh(x)= sin xIn_ stad h(x)=e

1
sin xIn—

X X X

Nastepnie obliczamy lim sin xlnl . Wystapil symbol nieoznaczony [0 : oo] wiec
X

x—0"

przeksztatcamy funkcj¢ i dwukrotnie stosujemy regute de L’Hospitala.

2
In —1 —1 X

H in2 . H ;

. . ) . sin“x®_ .  2sinxcosx O

lim sin xIn— = lim —*=lim —* =lim =lim ——=—=0.

x—0*" x  xo0" 1 x—0" -0" xCOSXx 0" COSX—XSInx 1
S—"COSX

sin x sin” x

Ostatecznie szukana granica danej funkcji réwna si¢ e’ =1.
.oz . . . x—1
2. Wyznaczy¢ réwnania asymptot danej krzywej: y = xln——;
X

Rozwiazanie
Wyznaczamy dziedzing funkcji;

x—1

T >0 x(x-1)>0, xe (—o0,0)U(l,00).
X

Sprawdzamy czy funkcja ma asymptoty pionowe w punktach O lub 1.

L1
x—1 x—1 x2
e In— , —_— N
lim xIn =lim X —lim — = lim —— =0 wynika, stad Ze prostax =0 nie jest
X0~ X x—0 x—0" =07 1 —x
X x’
asymptota pionowa.

. -1 . . .
lim xIn>— = oo wigc prosta x =1 jest asymptota pionowa prawostronng.

x-1* X
Z kolei szukamy asymptot uko$nych:
DACONT W

m=1lim —I:IHI:O.Dla X — —oo rOwniez m=0.

X—>00 X X—>00 X



x—1

. . X — . In X a_ x 1 £ ..
n=11m(f(x)—mx):11mxln =lim I :hml—:hm—z—l,rowmez dla x > —oo
X—o0 X—oo X X—oo X—oo | — X X—00 —
X
m = 0. Mamy wigc asymptotg pozioma y =—1.
Zadania
1. Obliczy¢ granice:
) lim® L 4>0:b) lim(1+1j . ¢) fim ) 1  d) limin4 D
x—0 X X—>00 X x—0 X x—0 X

2. Wyznaczy¢ réwnania asymptot danych krzywych:

a) f(x) LE b) f(x)=xe* —1.
X

3. Przeprowadzi¢ badanie funkcji:
? 2

1 = X
a) f(x)=—=e ?:;b) f(x)=—-.
! N2z 4—|A
Odpowiedzi
1.a) Ina;b) e;c) a;d) 1; 2.a) x=0,y=x;b) x=0,y=x+3.
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