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Monotonicznos¢ funkeji

Pojecie monotonicznosci funkcji obejmuje dwa zagadnienia: wzrastania i zmniejszania si¢
warto$ci funkcji wraz ze wzrostem argumentu. Badanie monotonicznosci funkcji polega na
wyznaczeniu przedziatéw, w ktérych funkcja jest rosnaca lub malejaca. Zagadnienie to
rozwiazujemy na podstawie nastepujacego twierdzenia.

Jezeli pochodna funkcji f jest w kazdym punkcie przedzialu (a, b) dodatnia (ujemna),

to funkcja jest w tym przedziale rosnaca (malejaca).

2. Ekstrema funkcji

Niech x — f(x) bedzie funkcja ciagta w przedziale (a, b). Ponadto niech punkt xo
bedzie punktem wewngtrznym przedziatu (a, b> . Symbolem U, oznaczmy otoczenie punktu xo,
tzn. przedzial otwarty

Uy =(xy—h, x,+h), gdzie h>0

Definicja
Jezeli istnieje otoczenie Uy punktu xo catkowicie zawarte w przedziale <a, b> takie, ze

dla punktéw x nalezacych do tego otoczenia zachodzi nieréwnos¢ f (x) < f (xo), to méwimy, Ze
funkcja f ma w punkcie xop maksimum, jezeli natomiast zachodzi nieréwnos¢ f (x) > f (xo), to
funkcja f ma w punkcie xp minimum. Maksimum i minimum funkcji obejmujemy wspdlna
nazwa ekstremum funkcji. Pojecie ekstremum odgrywa wazna rol¢ w naukach stosujacych w
swoich badaniach metody matematyczne.

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja fr6zniczkowalna w punkcie x, ma ekstremum w tym punkcie, to: f’(x,) =0.
Twierdzenie odwrotne jest falszywe.

Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia ekstremum)

Zalozenie:

a) f(x))=0

b) f/(x)>0 dla x<x,, f'(x)<0 dla x> x,
Teza:

Funkcja f ma w punkcie xop maksimum.



Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczajqcy istnienia ekstremum)

Zatozenie:
a) f'(x))=0
b) f'(x)>0 dla x>x,, f(x)<0 dla x<x,

Teza:
Funkcja f ma w punkcie xo minimum.

Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia ekstremum)

Zakladamy, ze funkcja f € C*((a, b)).
Funkcja f ma ekstremum w punkcie x, €(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy

a) f’(x0)=0,
b) f”(x,)#0.

Jezeli f”(x,)<0, to funkcja f ma w punkcie x, maksimum, jezeli natomiast

f”(x,)>0, to funkcja f ma w punkcie x, minimum.

Ekstremum funkcji moze réwniez wystgpowac w punkcie, w ktérym funkcja jest ciagla, ale
nie ma pochodnej (w punkcie x, wystgpuje ostrze). Badanie istnienia ostrzy przeprowadzamy
bezposrednio korzystajac z definicji ekstremum.

Najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji

Funkcja ciagla w przedziale domknigtym <a, b) osiaga w tym przedziale warto$¢
najmniejsza (minimum absolutne) oraz warto$¢ najwigksza (maksimum absolutne).
Spos6b wyznaczania najmniejszej lub najwigkszej wartosci funkcji f(x) w przedziale

fa.5)
Znajdujemy punkty, w ktérych pochodna f’(x) réwna sig zeru lub nie istnieje, nalezace
1. do przedziatu (a, b) i obliczamy warto$ci funkcji w tych punktach.

2. Obliczamy wartosci f(a) i f(b) na konicach przedziatu (a, b).

Spo$réd warto$ci obliczonych w p. 1 oraz f(a), f(b) wybieramy warto$¢ najwigksza i
najmniejsza.

Przedzialy wypuklosci i wklestosci

Funkcje f nazywamy wypukta (wklgsta) w przedziale (a, b), jezeli jej wykres ,lezy nad
styczna” (,,lezy pod styczng”) w tym przedziale.



Punktem przegiecia funkcji f nazywamy punkt, w ktérym wykres funkcji przechodzi z
jednej strony stycznej na druga.

Twierdzenie
Zaktadamy, ze f(x)eC 2({%})

1. Jezeli f ma druga pochodna dodatnia (ujemna) w punkcie x,, to jest wypukta  (wklgsta) w
tym punkcie.

2.Jezeli punkt Py(x,. f(x,)) jest punktem przegiecia funkcji f, to f”(x,)=0  (warunek

konieczny).
Punkt przegigcia moze réwniez wystapi¢ w punkcie, w ktérym druga pochodna nie istnieje.

3. Jezeli funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna w otoczeniu U, punktu x, spet- nia warunki
a) f7(xy)=0,
b) f7(x,)>0dlax>x,
f7(x,) <0dlax<x,

lub
f7(x,)>0dlax<x,

f7(x,) <0dlax>x,
to x, jest punktem przegigcia (warunek konieczny i dostateczny).

4. Jezeli funkcja f trzykrotnie r6zniczkowalna w otoczeniu U, punktu x, spet- nia warunki
a) f7(xy)=0,
by  f7(x)=0
oraz f”(x,) jest ciagla w punkcie x,, to x, jest punktem przegigcia (warunek konieczny i
dostateczny).

Przyklady
1. Wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci funkcji — f(x) = e

Rozwiazanie

Dziedzina funkcji f (x):xeR.

Fl)=3x%" +x’e™ - (=2x) = x’¢* (3—2x?). Dziedzina pochodnej f'(x):xe R.



f'(x)>0 gdy 3—2x> >0, stad xe (—E,OJU(O,E} f'(x)<0, gdy
3 3 . . . 3 |3 .
X€E | —oo— ) E,oo . Funkcja f (x) jest rosnaca w przedziale | — >1\7 oraz malejaca
w przedziatach | —co,— E , E,oo .
2 2

2. Obliczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x)=x’Inx za pomoca pochodnej pierwszego rzedu.

Rozwiazanie
Dziedzina funkcji f : x> 0. Obliczamy pochodna

f'(x)=3x"Inx+x’ -l:x2(3lnx+1), x>0.
X

Wyznaczamy punkty, w ktérych moze wystapi¢ ekstremum funkcji.
1
f'(x)=0 x*Blnx+1)=0<3Inx+1=0, stad x=e¢ 3.
1
Badamy znak f'(x) w sasiedztwie punktu x=e 3.

1

1
f'(x)>0(:)x2(3lnx+l)>0<:)3lnx+l>0(:)xe(e 3,00} f'(x)<0 dla xe (O,e 3}.

1

Poniewaz w sasiedztwie punktu x=e¢ 3

punkcie funkcja ma minimum.

B B! 0! I
X =€3’ min= 63 =- ’Pmin 63’_ °
min y f{ J 3 ( 3 J

pochodna zmienia znak z ,,- na +”, wigc w tym

3. Wyznaczy¢ przedziaty wypuklosci i wklgstosci funkeji f(x) = li
nx

Rozwiazanie

Dziedzina funkcji: xe (0,1)u(I,00). Obliczamy f'(x) i f"(x):

. Inx-1 2—Inx
X)=—-75—, x)= .
S0 In?x ST @) xIn® x
Dziedzina pochodnych jest taka jak dziedzina funkcji.
Badamy znak drugiej pochodnej:

(x>0 % >0 xIn* x(2—Inx) >0 & xe (Le?) - funkeja wypukta,
xXin" x

£(x)<0 dla xe (0,1)u(e?,0) - funkcja wklesta.

4. Wyznaczy¢ punkty przegigcia wykresu funkcji = f(x) = e

Rozwiazanie
Obliczamy f'(x) i f"(x): f'(x)=—2xe™", f"(x)=—2¢" (1-2x?), xe R.
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(=0 —2¢" (1-2x?)=0, stad x=—% lub ="

Nastepnie badamy znak f''(x) w sasiedztwie tych punktow.

(x>0 -2 (1—2x2)>0<:> 2x*-1>0 < xe (—w,—%}u(ﬁ,w}

Poniewaz w sasiedztwie wyznaczonych punktéw f''(x) zmienia znak, wigc funkcja f ma

1 1
punkty przegigcia: P{—%, e 2} P, (@, e? j

Zadania
1. Znalezé przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) =1n’ x—3Inx.

1
2. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji. f(x)=(x—2)e*2
3. Znalez¢ warto$¢ najmniejsza i najwigksza funkcji  f(x) =sinx+cos2x w przedziale

(0,7).
4. Wyznaczy¢ przedzialy wypuktosci i wklegstosci funkcji

a) f(x)=2x>+Inx;b) f(x)z(fj .

e

5. Wyznaczy¢ punkty przegigcia wykresu funkcji: a) f(x) = li ;b)) f(x)= e
nx

Odpowiedzi

1. (0,l > <e,») - funkcja rosnaca, (l,eJ - funkcja malejaca.
e e

2. P..(3e);
3. m=0,M :2.
8

2

4.a) (0,%),(%,%) ; b) wypuktadla x>0; 5. a) (ez,%j ; b) (l,e).
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