
Rok I Temat 8 POCHODNE FUNKCJI 

 

1. Definicja pochodnej 

2. Pochodne jednostronne 

3. Reguły różniczkowania 

4. Pochodne wyższych rzędów 

 

1. Definicja pochodnej 

 

Pochodną funkcji ( )f x  w punkcie ( )( )x f x0 0′  (o ile istnieje) nazywamy granicę ilorazu 

różnicowego 
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Funkcję ( )f x  nazywamy różniczkowalną w punkcie x0 , gdy ma w tym punkcie 

skończoną pochodną. 

Funkcję, która ma pochodną w każdym punkcie pewnego przedziału otwartego nazywamy 

różniczkowalną w tym przedziale. Pochodną funkcji ( )f x  w danym przedziale U0  

( ) ( )x U f x∈ ′0  nazywamy funkcją pochodną. 

 

2. Pochodne jednostronne 

 

Pochodną prawostronną funkcji ( )f x  w punkcie ( )( )x f x0 0′+  nazywamy granicę prawostronną 

ilorazu różnicowego 
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Pochodną lewostronną funkcji ( )f x  w punkcie ( )( )x f x0 0′−  nazywamy granicę lewostronną 

ilorazu różnicowego 
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Pochodna ( )′f x0  istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie pochodne jednostronne istnieją i są 

równe, tzn.  ( ) ( ) ( )′ = ′ = ′− +f x f x f x0 0 0 . 

 

 

Interpretacja geometryczna pochodnej 
 

 Pochodną funkcji ( )y f x=  interpretujemy geometrycznie jako współczynnik 

kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie ( )P x y0 0 0, należącym do wykresu funkcji 



tzn. ( )′ =f x0 tgα ,  α – kąt nachylenia stycznej do wykresu funkcji względem dodatniego zwrotu 

osi OX . 

 Równanie stycznej do krzywej ( )y f x= w punkcie ( )P x y0 0 0,  leżącym na tej krzywej 

jest postaci ( ) ( )y y f x x x− = ′ −0 0 0  przy założeniu, że istnieje ( )′f x0 . 

 Równanie normalnej (prostej prostopadłej do stycznej w punkcie styczności) do 

krzywej ( )y f x=  jest postaci 
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3. Reguły różniczkowania 

 

 1. ( )f x ≡ C  (C – stała), ( )′ =f x 0  
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′

= ′  

 3. ( ) ( )[ ] ( ) ( )f x g x f x g x±
′

= ′ ± ′  

 4. ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x⋅
′

= ′ + ′  

 5. 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]

f x

g x

f x g x f x g x

g x













′

=
′ − ′

2
, ( )g x ≠ 0 . 

 

 

Pochodna funkcji złożonej 

 

 

Jeżeli ( )y f u= , u D∈ , ( )u g x= , x ∈∆  wówczas pochodną funkcji złożonej ( )[ ]y f g x= , f – 

funkcja zewnętrzna, g – funkcja wewnętrzna (wnętrze) obliczamy ze wzoru 
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przy założeniu, że obie funkcje f i g są różniczkowalne. 

 

 

Pochodna funkcji odwrotnej 
 

 

Jeżeli funkcja ( )x f y= −1  jest funkcją odwrotną względem funkcji ( )y f x= , wówczas 

 

( )
( )[ ]

′ =
′

−

f x

f y

1

1

, ( )[ ]f y
−

′
≠

1
0 . 

4. Pochodne wyższych rzędów 
 

Pochodna rzędu n ( )n N∈  funkcji f  jest pochodną pochodnej rzędu n −1 , tzn. 
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Funkcję f, która ma pochodną rzędu n, nazywamy funkcją n-krotnie różniczkowalną. 

 

Przykłady pochodnych n rzędu, n N∈  
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Przykłady 
 

1. Na podstawie definicji obliczyć pochodną funkcji: xxf 2cos)( =  w punkcie 0x . 

 

Rozwiązanie. 
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2. Obliczyć pochodną funkcji 33sin)( xxf = . 

Rozwiązanie 

Funkcją zewnętrzną jest 3)( uuf = , natomiast wnętrzem funkcja 3sin xu = , która również jest 

funkcją złożoną. Funkcją zewnętrzną jest vu sin= , wnętrzem 3
xv = . Ponieważ 

223 3',cos)'(sin,3)'( xvvvuu === , więc 3322233233 cossin93cossin3)'(sin xxxxxxx ⋅=⋅⋅= . 



3. Wyznaczyć pochodną n-tego rzędu funkcji x
xf 5)( = . 

 

Rozwiązanie 
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Zadania 

1. Na podstawie definicji wyznaczyć pochodną funkcji x
xf 2)( = . 

2. Wyznaczyć pochodne funkcji: 

a) x
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3. Obliczyć pochodne funkcji: 
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4. Wyprowadzić wzór na n-tą pochodną funkcji 

a) xxf ln)( = ; b) x
xexf =)( .  

 

 

Odpowiedzi: 

1. 2ln2)(' x
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