| RokI | Temat7 | GRANICA CIAGU I GRANICA FUNKCJI

1. Granica ciggu liczbowego
2. Granica funkcji

Pojecie ciagu
Definicja

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcj¢ okreslona na zbiorze liczb naturalnych
fN—A

Jezeli A c R, to ciag nazywamy ciagiem liczbowym. Warto$ci funkcji f nazywamy
wyrazami ciggu. Wyraz ciagu f (n) (n € N) oznaczamy a,, (a, — 0g0lny wyraz ciagu). Ciag o
wyrazach ay, ay, ..., a, oznaczamy symbolem (ay).

Jezeli rozpatrujemy funkcje okreslona na skonczonym podzbiorze poczatkowych liczb
naturalnych, to nazywamy ja ciagiem skonczonym.

Ciagi monotoniczne

Definicja
. . A
a. Ciag (a,) jestrosnacy & ne N a, <a,,,
A\

b. Ciag (a,) jest malejacy <& ne N a, >a,,,

Jezeli w definicji zastapimy znak < (>) znakiem < (=), otrzymamy definicje ciagu
niemalejacego (nierosnacego).

Ciagi rosnace i malejace nazywamy ciaggami monotonicznymi. Korzystajac z definicji
badanie monotoniczne ciagu mozemy sprowadzi¢ do sprawdzenia znaku réznicy da,+1 — an,
poniewaz

A A .
neN a,<a,,<neN a,,—a,>0 —ciagrosnacy
oraz

AN AN

neN a,>a,, <neN a,, —a, <0 —ciag malejacy.

Granice ciagow

1. Liczbe g nazywamy granica ciagu (a,), jezeli dla dowolnej liczby €>0 istnieje liczba

m>0 taka, ze dla wszystkich n>m zachodzi nieréwno$¢ |an - g| <€

ANV A
lima,=g& >0 m>0 neN I’l>m:>|an—g|<g

n—oo

Granice niewlasciwe ciggéw.



ANV A

2. lima, =+ A>0 m>0 neN n>m=a,>A
n—>o0
ANV A
3. limag, =< A>0 m>0 neN n>m=a,<-A

n—>oo

4. Wybrane granice ciagdéw (przyktady)

0, |a|<1
4.1. lim a" =11, a=1
n—oo
oo, a>1
42. lim¥a=1, a>0

n—>o0

43. lim&n =1, [oo‘)]

n—>o0

4.4. 1im(1+lj i e, [1“]

n—oeo n

. " 1 .
4.5. ,1151010(1—;) = [1]

Twierdzenie

a) Jezeli lima, =a i limb, =b, to lim(a, £h,)=axb

n—oo n—oco n—oo

b) Jezeli lima, =a i limb, =b, to lima,-b,=a-b

n—eo n—oo n—eo

c) Jezeli lima, =a i limb,=b, i b, #0 oraz b#0, to lima—"zg

n—eo n—eo n—eo -

Granica funkcji

Pojecie granicy funkcji jest jednym z najwazniejszych poje¢ matematyki, ktérego
zrozumienie jest konieczne do opanowania rachunku rézniczkowego.
Definicja (wg Cauchy’ego)

) AN V A

lim f(x)=g < e>05>0xe D O<|x—x0|<5:|f(x)—g|<8
Definicja ta jest definicja granicy wlasciwej w punkcie skoficzonym, tzn. zaktadamy, ze
g X0 € R

Definicja (wg Heinego)
A

limf(x)=g & (x,)x, #x,, limx, =x,=limf(x,)=g

X=X n—oo



Liczba g jest wigc granica funkcji f (x) w punkcie xo, jezeli, dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach
réznych od xp dazacego do xo, ciag wartosci funkeji f (x,) dazy do g. W definicji Heinego nie
robimy zadnych zalozen odnosnie xp i g (zaréwno xo, jak i g moga by¢ skonczone lub
nieskonczone).

Twierdzenie

Zalézmy, zZe istnieja granice lim f(x)=g, i limg(x)=g,. Wowczas

X=X, X—>Xo

a) lim[f()Eg(0)]=g %,

X=X

b) lim[f(x)-g(x)]|=g "¢,

¢) lim {&} =& przy g, #0
X=X, g(x) )
Definicja

AN V A . L .
limf(x)=g<e>0 §>0xeD x>5=|f(x)—g|<e, gdzie D — dziedzina funkcji.

Xx—o0

Definicja

) ANV A

limf(x)=e0o A€ RE>0xe D , 0<|r—x|<6= f(x)>A.
Granice jednostronne
Definicja

Funkcja x— f(x) ma w punkcie xo granice prawostronng g, jezeli dla dowolne;j
liczby £>0 istnieje liczba 6 >0 taka, ze dla x spelniajacych nieréwno$¢ x,<x<x,+9
warto$ci funkcji spelniaja nieréwnosc¢ | f (x)—g|<8. Granic¢ prawostronng oznaczamy
symbolem lim f(x)

x—xg

_ V. A
limf(x)=go=e>0 §>0xe Dx0<x<x0+5:|f(x)—g|<€
Definicja
Funkcja x — f(x) ma w punkcie xy granice lewostronng g, jezeli dla dowolnej liczby

£>0 istnieje liczba 6>0 taka, ze dla x spelniajacych nieréwno$¢ x,—J <x<x, wartosci
funkcji spetniaja nieréwnos¢

f(x)— g|<8. Granicg¢ lewostronna oznaczamy symbolem
lim f (x) . Mozna udowodni¢ twierdzenie wyrazajace zwiazek migdzy granica funkcji a

X—Xq

granicami jednostronnymi.



Twierdzenie

Funkcja x — f(x) ma granice w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice
jednostronne w tym punkcie i sa sobie réwne.
Ciaglos¢ funkcji

Waznym pojgciem zwigzanym z pojeciem granicy funkcji jest ciagtos¢ funkcji.
Definicja

Funkcja f (x) okreslona w punkcie xj jest ciagla w tym punkcie, jezeli istnieje granica

lim f(x) 1 lim f(x) = f(x,) .

X=X XX

Twierdzenie

Suma, réznica oraz iloczyn funkcji ciagtych w punkcie xo jest funkcja ciaglta w tym
punkcie. Ponadto iloraz funkcji ciggltych w tym punkcie, w ktérym warto$¢ dzielnika jest rézna
od zera, jest funkcja ciagla w tym punkcie. Wielomiany, funkcja wykladnicza, funkcja
logarytmiczna, funkcje trygonometryczne nazywamy funkcjami elementarnymi. Mozna
wykaza¢, ze funkcje elementarne oraz funkcje ztozone z funkcji elementarnych sa ciagte w
punktach, w ktérych sa okreslone.

Definicja
Funkcje ciagla w kazdym punkcie przedzialu otwartego (domknigtego) nazywamy

funkcja ciagta w tym przedziale.

Przyklady

. . . . +1
1. Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogélnym a, = n

e Sprawdzié, czy granica ciagu jest —%.
-3n

Rozwiazanie

, AV A
lima,=g & e>0m n>m:|an—g|<8

n—oo

Liczba —% bedzie granica ciagu (a,), jezeli dla dowolnej liczby £> 0 znajdziemy

A

liczbe m taka, ze gdy n > m, to
( j || s | s
a,—|—= +-= = <&
3) [2-3n 3] |32-3n)| 3(3n-2)

Otrzymana nierownos¢ rozwiazujemy wzgledem n

<8<:5<8-3(3n—2)<:>n>5;68.
£

<E.

_| n+l1

3(3n-2)



Wykazalismy, ze wystepujaca w definicji granicy nieréwnos¢ |an - g| < € jest spetniona dla

wszystkich n wigkszych od S+6e , gdzie £— dowolna liczba dodatnia. Istnieje wigc liczba

5+6¢€ . 1. . :
= ,czyli g = -3 jest granica danego ciagu.

2. Obliczy¢ lim(\/n2 +n— n) .

n—oo

Rozwiazanie

Poniewaz limyn® +n = +co oraz limn = +eo, wigc mamy symbol nieoznaczony postaci

[0 —oo]. Wyraz ogélny ciagu a, przeksztalcamy na podstawie wzoru
(a=b)a+b) a*-p
a+b  a+b

(\jn2+n—n)(\/n2+n+n) n - n
\/n2+n +n \/n +n+n \/n +n+n

) ) n
hm(\/n2 +n —n) =lim———
ne =2 \n*+n +n

Poniewaz licznik i mianownik otrzymanego utamka daza do oo, wigc otrzymalismy

b=

Nnt+n-n=

symbol nieoznaczony typu {i} rownowazny symbolowi [oo - oo]. Wyraz ogdlny

a, = \/_; mozemy tak przeksztalci¢, aby otrzymaé symbol oznaczony. W tym celu
n“+n+n

dzielimy licznik i mianownik przez n.

Otrzymujemy
1
an
\/ n4n \/ n4n 1 +l +1
n
Poniewaz lim (1/ 1+— +1] 2, wiec hm(\/n2 +n —n) =%.
x’ -8
3. Na podstawie definicji Heinego wykazac, ze lim =12.

=2 x =2
Rozwiazanie

A

limf(x)=g & (x,)x, #x,, limx, =x,=limf(x,)=g

X=X



Niech (x,,), x, # 2 bedzie dowolnym ciagiem takim, ze limx, =2.

n—oo

Odpowiada mu ciag wartosci funkcji f (x,) o wyrazie ogélnym

3 _ 2
Flx)= x, =8 _ (x, 2)(x” +2x, +4):xj F2x +4,
11_2 xﬂ_z
lim f (x,) = Jim(x> +2x, +4)=1limx? + 2limx, +4=2>+2-2+4=12.

Z definicji wynika wigc, ze granica danej funkcji w punkcie 2 jest 12.

4. Obliczy¢ granice funkcji limoﬂ
X— x

Rozwigzanie
L . .. 1—cos2x P .
Dla x = 0 licznik i mianownik funkcji x - ———— sa réwne zeru, wigc mamy symbol
X
. 0 . . .9 . 2sin® x sinx)’
nieoznaczony typu ol Poniewaz 1—cos2x=2sin" x, wigc f(x)= —=2
X X
. 2 . 2
. l—cos2 : .
hmy = hm2(smxj = th(smxj =2-1=2.
x=0 X x—0 X x—> X

sin x

Korzystali$my z twierdzenia lim =1.
X—>

0 x

Zadania
1. Wykaza¢ na podstawie definicji, ze:

2_
@) lim —— | =L b) tim| 2L |21
2n—-1) 2 3n"+1) 3

2. Obliczy¢ granice ciagu:

a) limn(\/n2 +1—n); b) lim~y/3" +5" ; ¢) hm(l—%j )
n

3. Wyznaczy¢ granice funkcji

2 _ . [ _
a) lim—zx +3x-3 =-7;b) lim—Sln 4x ; C) lim—1+f ! .
-3 x4+3 =0 Syl —1 x—0 X

4. Dla jakich warto$ci parametru a funkcja

$in 3x dla x#0
x—= f(x)= X
a dla x=0

jest ciagta?



Odpowiedzi:
2.a) %;b) 5;¢)1,3.a) %;b) 8;c) .4, 3.

Lp.
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