| RokI | Temat6 | GEOMETRIA ANALITYCZNA

1. Plaszczyzna
2. Prosta

Plaszczyzna
Réwnanie plaszczyzny m przechodzacej przez punkt Py(x,, vy, 2,) 1 prostopadiej do
wektora niezerowego n =[A, B, C]

T A(x—x())‘i‘B(y_Y())"'C(Z_ZO):O

Roéwnanie ogélne plaszczyzny ©t

: Ax+By+Cz+D=0 (A*+B*+C”>0)

Réwnanie odcinkowe ptaszczyzny R % +2=1.
a C

Roéwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez dane trzy punkty nie lezace na jednej prostej

P, (xo, YoZo ), I (x1 Vg ), P, (xz, Va2, )— punkty lezace na plaszczyznie

x y z 1
Xo Yo Zo |1 -0
ooy oz 1
Xy Yy % |
Kat miedzy plaszczyznami &, &, :
T, Ax+By+Cz+D =0 , T,: Ax+B,y+C,z+D, =0
- -
n =[A. B.C], n2=[A,.B,. G| — wektory normalne

(prostopadte) odpowiednio do ptaszczyzn =, xt, .

p=K (nl’nz):k (ﬁlsﬁz)

- -
e |AA, + BB, + C,C,|
COS Q@ = =
s JAZ + B2 +CP A2 + B2+ C
ni|-|\nz 1 1 1 2 2 2

Warunek prostopadtosci ptaszczyzn

- -
mln, &n ln, & AA +BB,+CC,=0



Warunek réwnolegtosci ptaszczyzn

N

> A B
|, & n

’ AZ BZ C2

Jezeli w liczniku jest zero, to przyjmujemy w mianowniku réwniez zero.

Odleglo$¢ punktu Py(x,, v, zo) od plaszczyzny m Ax+By+Cz+D=0
Ax,+ By, +Cz,+ D
dZd(PO,TC)=| 0 Yo 20 |
JA>+ B>+

Prosta w przestrzeni trojwymiarowej

X=x,+ta,
Rownania parametryczne prostej — [L:qy=y,+ta, f€R,

z=12z,+1a,

- -
gdzie Py(xy, yo. 20)€l, a= [ax, a,, az] || I, te R a (niezerowy wektor kierunkowy prostej /).

Réwnanie kanoniczne prostej

Kat ¢ migdzy prostymi [, I, o wektorach kierunkowych Z: [ax, a,, az], Z: [b b bz]

x> Yy

xX=x,+ta, x=x,+ub,
Lir yy=y,+1a, teR Ly yy=y +ub, ueR
7=z +1a, 7=z, +ub,
- -
a-b ab, +a,b, +ab,
COSP=1TP ™ T2, 2, 2 2,42 42
al-lp \/ax+ay+az -\/bx+by+bZ

- -
Warunek prostopadtosci prostych [, b: |, LI, @ albsab +ab +ab =0.

-
Warunek réwnoleglosci prostych I, b: I, < a

Z(:)&:&: z
b

X y

Warunek komplanarno$ci prostych /i, [, (proste /i, [; leza w jednej ptaszczyznie):



gdzie Ry(xp, yo. 20) €1y B(x. v z) €l
ax K P,
Odleglosé¢ punktu B(x,, y,.z,) od prostej l: d =d(P.J)="—
a
(o )
Odleglosé prostych skosnych Iy, L: d =d(l,.l,)="———
axb

Przyklady

1. Znalez¢ réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty
A(2,0.1),B(-3,1,2), C(4,2,-3).

Rozwiazanie

7:A(x—x,)+B(y-y,)+C(z—-2,)=0, gdzie P, (x,,y,,z,)ex i #=[A,B,C], nLl7x.
Znajdujemy wektor n=ABxAC.

Wyznaczamy wektory E,R

AB=[-3-2,1-0,2-1]=[-5,1,1], AC=[4-2,2-0,-3—1]=[2,2,-4],

i j ok
n=ABxAC=|-5 1 1|=—6i—18j-12k.
2 2 -4

Wyznaczamy réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt A(2,0,1) i prostopadlej do
wektora n=[-6,—18,~12]
T:—6(x—2)—18(y—0)—12(z—1)=0. Ostatecznie 7:x+3y+2z—-4=0

2. Wyznaczy¢ rownanie prostej [ przechodzacej przez punkty P, (0,2,-3) 1 P,(1,0,5).
Znalez¢ odleglos¢ punktu P;(-2,3,1) od wyznaczonej proste;.

Rozwiazanie
a) Wyznaczamy réwnania parametryczne prostej przechodzacej przez punkt P, i

rownoleglej do wektora a= ﬁ .



xX=t
a=RP,=[L-28], [:{y=2-2 , 1R
z=-3+8¢

Réwnanie kanoniczne (kierunkowe) prostej [ [ :% == 3

b) Odlegtos¢ punktu P, od prostej I wyznaczamy ze wzoru:

‘Exﬁ
d=d(P,l)= H —_
i j Kk
PP, =[-2,1,4], axPP,=|1 -2 8=-16i—-20j-3k,
-2 1 4
_N16°4+20"+3* 665
JEr2 g W69
3. Obliczy¢ odlegtos¢ prostych skosnych [, i [,:
x=-3+4¢ A | 247
X— y+ Z+
l:qy=6=-3t, L,: .
cY 8§ -3 3
7=3+2t

Rozwigzanie

Odlegto$¢ prostych skosnych [;, l:

a, a, a,
- 2 7 | bX bV bZ
axb|FR .
d:d(ll9lz): — _ xl—xoﬁylzyo_)zl—m
axb i j ok
a, a, a,
b, b, b,
P,(-3,6,3)el,, P(4,—-1,-T)el, a=[4,-32)alll;; b=[8,-33],
PP =[7,-7,-10]
i j Kk 4 -3

axb=|4 -3 2(=-3i+4j+12k, (axb)P,P,=]8 -3 3 |=-169,

8 -3 3 7 -7 -10

bllL, .



~169
d=d(,l,)= [l 160 169,

V324424122 4169 13

Zadania

1. Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt P(2,1,—2) i prostopadlej do

wektora n = [2,—4,6].

2. Napisac¢ réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkty P, (0,0,1),P,(5,0,0), A,(1,1,1) .
x=3t

3. Obliczy¢ kat migdzy prosta [:qy=2¢ aplaszczyzna 3x—-5y—z+2=0.
z=1-t

4. Obliczy¢ odlegtos¢ migdzy prostymi /, i /,:

/ ‘x—1:y+lzz—2 / ~x+1:y—1:Z+2.

]

) 1 3 7% 4 2 6

x=-3+6t
5. Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P, (1,—1,—2) od prostej [:4y=-2+4t.
7=8-4¢

Odpowiedzi
1. x=2y+3z4+3=0;2. x—y+5z-5=0; 3. prosta jest réwnolegta do ptaszczyzny;

4.10:5.7.
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