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1. lloczyn skalarny
2. lloczyn wektorowy
3. lloczyn mieszany

Hoczyn skalarny
Dane sa wektory: 2 = [ax a,.a, ], l_; = [bx b,.b. ], Z = [CX C, ,CZ]
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= ax+ay+az.
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Dlugos¢ wektora « dana jest wzorem
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Hoczyn skalarny wektoréw a i b: a-b=

a
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Posta¢ kartezjanska iloczynu skalarnego: a-b=ab, +a b +ab,.

Warunek prostopadlosci (ortogonalnosci) wektoréw
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albea-b=0=ab +ab +ab =0
Tloczyn wektorowy
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lloczynem wektorowym wektorow a i b |a| b| nazywamy wektor c¢=axb

spetniajacy warunki:
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3. Zwrot wektora ¢ jest taki, ze trjka wektoréw a, b, ¢ jest zgodnie zorientowana z trojka
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wersorow i, j, k.
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Jezeli a|b to axb=0=[0,0,0].

Wtasnosci iloczynu wektorowego
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l.axb=—-bxa
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2.aX|b+c|=axb+axc



3'(;\'2))((“2):}\“(;)(2)’ AULER

Wspétrzedne iloczynu wektorowego obliczamy ze wzoru
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c=axb=|a, a, a|= i(aybz—azby)+j(asz—axbz)+k(axby—aybx)
b, b, b,
) ;. D a, a, a,
Warunek réwnoleglosci wektorow: —~ =—=—%
b, b, b,

Iloczyn mieszany wektorow
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Iloczynem mieszanym wektoréw a, b, ¢ nazywamy wyrazenie (skalar)
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Iloczyn mieszany obliczamy ze wzoru: (a, b, c) =\b, b, b
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Objetos¢ V rownolegtoscianu rozpigtego (zbudowanego) na wektorach a, b, ¢ (rysunek)
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V=|ax5)d.

Rys.
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Wektory a, b, ¢ sa komplanarne (réwnolegte do jednej ptaszczyzny) wtedy i tylko wtedy,

gdy
(Z,Z,Z] =[ZijZ=o.
Przyktady

- -
Posta¢ kartezjafiska iloczynu skalarnego: a-b=ab +a b +ab,.

1. Dane sa punkty A(1,2,0), B(=3,0,5),C(0,4,1) . Znalez¢ kat miedzy wektorami AB i AC .

Rozwigzanie

Znajdujemy wspéirzedne wektoréw AB i BC. AB=[-4,-25], AC =[-1.2.1].

Obliczamy cosinus kata miedzy wektorami AB i AC. (q) =K (E,A_(f)) cosQ = ‘ﬁ; -AC
AB‘- AC

—4-(=1)+(=2)-2+5-1 5
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cosQ= , @=arccos—.

2. Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A(2,3,-1), B(4,-2,3), C(-1,4,2).

Rozwiazanie
c.

Z okres$lenia iloczynu wektorowego wynika,
ze pole trojkata ABC jest rowne potowie
dtugosci iloczynu wektorowego wektorow

AB i AC (ys)  [WIT7]

Wyznaczamy wsp6trzedne wektorow AB i AC.

AB=[4-2,2-33-(-D]=[2-54], AC=[-1-2,4-32—(-D]=[-3,13].

3. Obliczy¢ objeto$¢ czworoscianu o wierzchotkach A(3,4,5), B(2,1,-3), C(4,-2,1), D(1,2,6).

Rozwiazanie

Objetos¢ V' réwnolegtoscianu zbudowanego na wektorach a,b,c o wsp6lnym poczatku réwna

si¢ warto$ci bezwzglednej iloczynu mieszanego tych wektorow.
v =|(axd)d



Objetos¢ V, czworoscianu zbudowanego na wektorach a,b,c jest réwna é objetosci

. . Li= Y e - == T A T
réwnolegltoscianu czyli V, = g‘(a xb) c‘ .Niech a=AB, b=AC, c=AD.
Wyznaczamy wsp6trzedne wektorow a,b,c.

a=[-1,-3,-8], b=[1,-6,-4], c=[-2,-2,1].

lloczyn mieszany wektoréw a, b, ¢ obliczamy ze wzoru:

TR S A 35
VIZE‘(axb)c‘:gl =6 —dl=105=2 1),
2 -2 1

Zadania
1. Znalez¢ wektor x prostopadly do wektoréw a = [1,— 2, 3] ib= [2,3,—1] taki, ze a-d =—6,
edzie d =[2,-1,1]

2. Dane sa punkty P,(1,2,4), P,(5,1,2) i P,(3,4.1).

Znalez¢ wersor wektora a = PP, x BP,.

3. Wykaza¢, ze wektory 5 = [3,4,— 2],[3 = [6,— 4,—1],2 = [—14,—1,5] nie sa komplanarne.

Odpowiedzi
1L y=[333]:2 |8 101
213 213 213
Lp.
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