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UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

1. Uktad réwnan Cramera
2. Metoda macierzowa
3. Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Uktad réwnan Cramera

Uktad n réwnan liniowych o n niewiadomych x,, x,, ...,

a, x, +ax,+..+a,x, =b,
Qy X, + Ay Xy+.. ay,X, = b,
anl'xl + an2‘x2 +"'+ann‘xn = bn ’

x, postaci

ey

ktérego macierz glowna A:[a,.j] (macierz utworzona ze wspdlczynnikéw przy

niewiadomych) jest nieosobliwa (detA #0) nazywamy uktadem Cramera.

Wprowadzamy oznaczenia

ay ap a,

A= dy; Ay a,

anl an2 ann
X b
Xy b,

— macierz (kolumna) niewiadomych, B =

a4y Ay by ayy

ay dp Ay by ay
A, =

Ay Gy Ay b, auy

a,

a,

— macierz gléwna uktadu (1)

— macierz (kolumna) wyrazéw wolnych

n

nn

Macierz A, powstaje z macierzy A przez zastapienie k-tej kolumny kolumna wyrazéw
wolnych. Rozwiazania uktadu réwnan Cramera otrzymujemy stosujac wzory Cramera

_ detA,
detA ’

X

k=12,..,n




2. Metoda macierzowa rozwigzywania ukladu réwnan Cramera
Uktad réwnan Cramera mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej (o niewiadomej macierzy X)
AX=B 2)
Rozwiazanie uktadu (2) otrzymujemy po pomnozeniu lewostronnie przez macierz odwrotna
A*l
AT'AX=A"B,  stad X=A"B.
3. Uklad m réwnan liniowych o » niewiadomych

a; x, +ax,+..+a,,x, =b,

ay X, + Ay Xy +..4a,,x, =b,,

(3)
aml‘xl + an12x2+" '+amnxn = bm’
Oznaczamy
ay  Ap - 4y ay,  ap .. a4, b
a a .. a . . a a . a .
A= = " | — macierz gtéwna uktadu (3), B=| *' % 72 _ macierz
aml amZ amn aml amZ oo amn bm

uzupelniona (rozszerzona).
Twierdzenie (Kroneckera—Capelliego)

Uktad réwnan (3) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzedy macierzy A i B sa réwne
(R(A)=R(B)).
Do rozwiazania uktadu réwnan (3) mozemy stosowal¢ wzory Cramera. Zatézmy, ze

R(A)=R(B)=r, r<min(n,m). Istniecje wéwczas podwyznacznik (minor) macierzy A stopnia

rrézny od zera (np. zlozony z pierwszych r wierszy i pierwszych r kolumn macierzy A).
Woéweczas uklad (3) jest rdwnowazny (ma ten sam zbiér rozwigzan) uktadowi.

Ay Xy +apXy ety X, =b = ay X, —emag, X,
“)
a1 % + ar2x2+"'+arrxr = br - ar,r+lxr+l_"'_arnxn
Uktad (4) jest ukladem réwnan Cramera, w ktérym za niewiadome x,,,,X,,,,....x

podstawiamy dowolne liczby (state).

Uktad réwnan liniowych postaci



ay X, +apx,+..+a,x, =0
Ay X) + Ay Xy +..4ay,x, =0

&)

Ay X, + A Xyt 4a,, x, =0

mn-'n

nazywamy uktadem réwnan liniowych jednorodnych. Uktad réwnan (5) ma zawsze
rozwiazanie.

Twierdzenie
Jezeli uktad réwnan liniowych jednorodnych (5) nie jest uktadem Cramera (det A =0), to uktad
ten ma nieskonczenie wiele rozwiazan niezerowych.



Przyklady

1. Rozwiaza¢ uktad rownan stosujac wzory Cramera:

x+y+z=3,
2x—y—2z=0,
x+3y+z=5.

Rozwigzanie

Obliczamy wyznacznik macierzy gtéwnej A oraz wyznaczniki macierzy A, (k = 1,2,3)
powstatych z macierzy A przez zastapienie k-tej kolumny kolumna wyrazéw wolnych.

111 301 1
detA=]2 -1 —1=6,  detA, =[0 -1 —1=6,
13 1 5 3 1
13 1 1 1 3
detA, =2 0 —-1=6,  detA,=]2 —1 0/=6.
15 1 1 3 5

Nastepnie korzystamy ze wzoréw Cramera:

x_detAl _ _detA, _detA, -1
detA det A detA

>

2. Rozwiaza¢ uktad rownan z przyktadu 1 metoda macierzowa.

Rozwigzanie

Zapis macierzowy uktadu réwnan: AX =B, stad X = Al B,

1 1 1 X 3
gdzie A=|2 -1 —-1|, X=|y|, B=|0], detA=6.
1 3 1 Z 5

Nastepnie wyznaczamy macierz odwrotna A~ do macierzy A.

2 -3 7 2 2 0
at= _(ary Lo o 2| 2l3 0 3,
detA 6 6
0 3 -3 7 -2 -3



3. Rozwigza¢ uktad réwnan:

2x+3y+z=1
3x+2y+z=5
2x+y+3z=11
8x+5y+5z=21.
Rozwiazanie

Poniewaz liczba niewiadomych nie réwna sig ilosci réwnan, uktad réwnan nie jest uktadem
Cramera. Na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capellego rozstrzygamy czy uktad ma

rozwigzanie.

Wyznaczamy rzad macierzy gtéwnej na podstawie definicji rzedu macierzy:

2 31
A= ; ? ; . Obliczamy np. wyznacznik macierzy C utworzonej z trzech pierwszych
8 55
2 31
wierszy macierzy A.Poniewaz detC=3 2 1|=-12#0, wigc R(A)=3.
21 3
2 31 1
Nastegpnie wyznaczamy rzad macierzy uzupetnionej B = z ? :1)’ 151 .
8 5 5 21

Wykonujemy nastgpujace operacje elementarne na wierszach macierzy B : mnozymy wiersz
drugi przez 2 i dodajemy do wiersza trzeciego, a nast¢pnie otrzymany wiersz trzeci
odejmujemy od wiersza czwartego.

2 31 1
. . 3 21 . L
Otrzymujemy macierz D = 5 1 3 o rzgdzie rownym rzedowi macierzy B .
0 00 O

R(D)=R(B)<3.Poniewaz R(A)=3 oraz R(A)<R(B), wiec R(B)=3.
Stad R(A)=R(B) =3, wigc uktad réwnan ma rozwiazanie (twierdzenie Kroneckera-
Capellego).
Rozwazany uktad jest réwnowazny uktadowi réwnan Cramera o macierzy gtéwnej C':
2x+3y+z=1
3x+2y+z7=5 .
2x+y+3z=11
Nastgpnie obliczamy wyznaczniki macierzy C, (k =1,2,3) utworzonych przez zastapienie k-tej
kolumny macierzy C kolumng wyrazéw wolnych.



1 31 2 1 1 2 3 1
detC,=|5 2 1|=-24, detC,=[3 5 1/=24, detC,=]3 2 5|=-36.
111 3 2 11 3 2 1 11

Stosujac wzory Cramera otrzymujemy:

detC, —24 detC, 24 detC, —36
xX= :—:2, y: = ,Z: :—:3
detC -12 detC -12 detC -12

Latwo sprawdzi¢, ze liczby 2, -2, 3 sa réwniez rozwigzaniami czwartego réwnania
rozwiazywanego uktadu réwnan.

4. Rozwiaza¢ uktad rownan

4x—6y+2w+3z=2,
2x-3y+5w+7z=1,
2x—3y—11lw-15z=1.

Rozwiazanie

Dany uktad nie jest uktadem Cramera, nalezy sprawdzi¢ czy ma on rozwiazanie (jest
niesprzeczny).

Wyznaczamy rzad macierzy gtownej uktadu:

4 -6 2 3
A=|2 -3 5 7
2 -3 11 -15

Mozna sprawdzi¢, ze wszystkie cztery podwyznaczniki macierzy A stopnia trzeciego sa réwne

3
zeru, wigc rzad tej macierzy R(A) <3. Poniewaz np. podwyznacznik detC = ; =—1%0,

wiec R(A)=2.
4 -6 2 3 2

Wyznaczamy rzad macierzy uzupetnionej B=|2 -3 5 7 1].
2 -3 11 -15 1

Wykonujemy nastgpujace operacje elementarne na wierszach macierzy B : odejmujemy wiersz
drugi od trzeciego oraz wiersz drugi pomnozony przez 2 od pierwszego. Otrzymujemy
macierz:

0 0 -8 -11 O
D=2 -3 5 7 1].
0 0 -16 =22 0



Mnozac wiersz pierwszy macierzy D przez 2 i odejmujac od wiersza trzeciego mamy macierz:

0 0 -8 —11 0
E=|2 -3 5 7 1| RE)=2.
00 0 0 0

Poniewaz rzedy macierzy E,D,B sa rowne, wiec R(A)= R(B) =2 (twierdzenie Kroneckera-
Capellego).

Dany uktad sprowadzamy do réwnowaznego uktadu Cramera. Poniewaz detC =—-1#0, wigc
odrzucamy trzecie réwnanie danego uktadu oraz podstawiamy dowolne state c,d (c,d € R) za

niewiadome x,y.
Otrzymujemy uklad réwnan Cramera:

2w+3z=2—-4c+6d,
Sw+T7z=1-2c+3d.

Obliczamy wyznaczniki macierzy C,,C, utworzonych przez zastapienie odpowiednio
pierwszej i drugiej kolumny macierzy C kolumna wyrazéw wolnych.

2 2-4c+6d

2—-4c+6d 3
detC, =
5 1-2c¢+3d

1-2¢+3d 7

=-22c¢+33d +11, detC2=‘ ‘=16c—24d—8.

Stosujac wzory Cramera otrzymujemy:

W:detCI =_226+33d+11=226—33d—11, szetC2 :16c—24d—8
detC -1 detC -1

x=c, y=d.

=—16¢+24d +8,

Rozpatrywany uktad (nieoznaczony) ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od
przyjetych wartosci ¢,d . Np. dla ¢ =0,d =1 otrzymujemy rozwiazanie
x=0,y=1lLw=—-44,7=32.

Zadania

1. Rozwiaza¢ metodq Cramera uktady rownan:

7x, +8x, —x; +5x, =40

3x—y+2z=1
6x, +4x, +5x, +3x, =41
a) {2x+y—-5z=4; b) .
4x,—2x, +5x, +3x, =27
x+y+z=3 ;

3x, +5x, =3x, +2x, =12



2. Rozwiaza¢ metoda macierzowa uktady réwnan;
3%, —x, —x;—2x, =4

2x+y+3z=11
2x,+3x,—x;—x, =—6
a) § 3x+2y+z=5; b) .
X +2x,+3x;—x, =—4
2x+3y+z=1 ;

X +x,+2x, +3x, =1

3. Rozwiaza¢ uktady rownan:

3x—y+5z=3 3x,—x,—2x,+x,—x, =0
dx—=Ty+z=5 rTymT o2 3T
2x-2y-3z=4 2x,+x,—x;—x, +x;,=0
a) {3x—5y+z=2; b) ; c ; .
x—y+2z=1 X, +7x,—5x;, —5x, +5x, =0
2x—y+3z=9
x=2y—-z=2 X —2x,+x;+x,—x5=0
Odpowiedzi:
100 1 2
1.a) 1,2,0;b) 1,2,3,4; 2. a) 2,-2,3;b) —1,—1,0,1; 3. a) uklad sprzeczny; b) 7,—7,—7; c)
0,0,0,C,,C,.
Lp.
Literatura Rozdzial
1 | Zbidr zadan z matematyki pod red. R. Krupinskiego. Skrypt 1§4
dla studentéw AM w Szczecinie
2 | Winnicki K., Landowski M.; Wyktady z matematyki. Skrypt 1§ 14.
dla studentéw AM w Szczecinie
3 |Lassak. M. Matematyka dla studiow technicznych. I
Supremum, 2006.




