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Definicja

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A=[a"f]m stopnia n nazywamy wielomian

zmiennych a; przyporzadkowany tej macierzy. Jezeli elementy macierzy A sa liczbami

wowczas wyznacznik tej macierzy jest liczba.
Wyznacznik oznaczamy symbolami:

ay ap a,

a a . . . a . .
S - det A, |A , (determinant — tac. wyznacznik)

anl anZ L ann

Wyznacznik det A macierzy A definiujemy indukcyjnie w nastgpujacy sposéb:

1. n=1, Az[a“] detA =gq,,.

2. n>1 detA=>"a,A} =Y (-1)"a,A, .

i=1 i=1

Wzér ten nazywamy rozwinigciem wyznacznika macierzy A wzgledem elementéw
pierwszego wiersza. A} =(- 1)'+’ A, nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;
macierzy A, natomiast A;- podwyznacznikiem (minorem) stopnia n—1 macierzy A

otrzymanym przez skre$lenie elementow i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A.
Dla n=2 otrzymujemy

a, ap . . 1+1 1+2
detA = =a11A11+a12A12=a11(—1) A11+a12(—1) A, =

Ay Ay

=apAy —apAg, = a11|a22|— a12|a21| =4y —dypdy,



Sposob Sarrusa

Wyznacznik stopnia trzeciego mozemy obliczy¢ wedtug nastgpujacego schematu. Z prawej
strony wyznacznika dopisujemy pierwsza i druga kolumn¢ (lub pod wyznacznikiem
dopisujemy pierwszy i drugi wiersz). Nastgpnie (rys. 1) obliczamy iloczyny elementéw z
odpowiednim znakiem

Ay G Gz | Gy dp

Ay Ay Gyz| Uy Ay
detA = = a0y 55 +F..— 010505,
dsz; 43z dzz| 4z Az

AV EE,

Rys. 1
Wilasnos$ci wyznacznikow utatwiajace ich obliczanie.

1. Wyznacznik mozemy rozwija¢ wzgledem dowolnego wiersza (kolumny)

a, a, . . . 4,
. . R . R Y o
_ _ EY _ I+j _
detA=l|a,;, a, . . . a,|= Zaiinj => (-1 a;A; (i=12,..n)
j=1 Jj=1
Ay Ay Ay

2. Wyznacznik danej macierzy A réwna si¢ wyznacznikowi macierzy transponowanej
detA =detA”

3. Jezeli macierz B utworzona jest z macierzy A przez przestawienie miejscami dwoch
wierszy (kolumn), to wyznacznik zmienia warto$¢ na przeciwna
detB =—detA

4. Wyznacznik macierzy majacej wiersz (kolumng) ztozona z samych zer réwna si¢ zeru.

5. Mnozenie wyznacznika przez liczb¢ A4 polega na mnozeniu elementéw jednego
dowolnego wiersza (kolumny) przez t¢ liczbg.

6. Wyznacznik macierzy, w ktorej dwa wiersze (kolumny) sa réwne lub proporcjonalne
roéwna si¢ zeru.

7. Warto$¢ wyznacznika nie zmienia si¢, gdy do dowolnego wiersza (kolumny) dodamy inny
wiersz (kolumng) pomnozony przez liczbe.



Twierdzenie
Suma iloczynéw elementéw wiersza (kolumny) i przez dopetnienia algebraiczne elementow
wiersza (kolumny) j réwna si¢ warto$ci wyznacznika, gdy i = j oraz réwna si¢ zeru gdy

i#j:

. . « |detA,i=j,
ailAjl +ai2AJ.2 +...+ainAjn = 0 oy
detA,i=j,
0, i#].

*

ayA;; +ayh,; +..+a,A z{

ni* nj

Twierdzenie (tw. Cauchy’ego)

Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych A i B réwna si¢ iloczynowi wyznacznikéw
tych macierzy.

det(AB) =det Adet B

Definicja

Macierz kwadratowa A=[qa,],,, nazywamy macierza nieosobliwa, gdy detA#0.

nxn

Jezeli det A=0, to macierz A nazywamy macierza osobliwa.

Twierdzenie
Macierz odwrotna A™' do macierzy kwadratowej A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest macierza nieosobliwa.

Definicja

Macierza dotaczona A” macierzy kwadratowej A= la;],.,, nazywamy macierz

nxn

D _ T . * . . .« . 7z
A" =[A; ], gdzie [A; ] jest macierza dopetnien algebraicznych elementéw a;

macierzy A.

Twierdzenie

Jezeli A jest macierza nieosobliwa (detA#0),to A~ = 1 lA AP
et

Twierdzenie

Jezeli A 1 B sa macierzami kwadratowymi nieosobliwymi tego samego stopnia, to
(A-B)y'=B'A"".

Twierdzenie (wybrane wtasnosci macierzy odwrotnej)

1. (A =)™,

2. detA™ = ,
det A

3. (det)'=A.

Rzad macierzy



Definicja

Rzgdem macierzy A=[q,],,, nazywamy najwyzszy stopien jej dowolnego
podwyznacznika (minora) r6znego od zera.
Rzad macierzy A oznaczamy symbolem R(A) (lub (r(A)). Z definicji rzgdu macierzy wynika,

ze

0< R(A) < min(n,m).

Definicja
Jezeli macierz B =[b;],,, powstaje w wyniku dokonania skonczonej liczby operacji

elementarnych na wierszach (kolumnach) macierzy A=[a to A i B nazywamy

ij ]nxm ’

macierzami réwnowaznymi (oznaczamy A~B).

Twierdzenie
Macierz A i B sa réwnowazne wtedy tylko wtedy, gdy ich rzedy sa réwne, czyli

A~B & R(A)=R(B)

Jezeli macierz B réwnowazna macierzy A powstata w wyniku wielokrotnego wykonywania
operacji elementarnych na wierszach (kolumnach) macierzy A sktada si¢ z maksymalnej
liczby zer, wowczas rzad macierzy A ( R(B) = R(A) ) réwna sig ilo$ci kolumn (wiemy)
macierzy B, w ktérych sa elementy r6zne od zera.

Przyktady
1. Na podstawie definicji obliczy¢ wyznacznik macierzy A = lal.j Jm stopnia trzeciego.

Rozwiazanie

ay 4 ag
* * *
detA =|a,, ay ay|=a Al +apAn+asA=a,A —apAp+apA=

ds Az Az

Ay Aozl

=day

dz  dsy
Ostatecznie (po obliczeniu wyznacznikow stopnia drugiego) otrzymujemy

a4 4z
dy; Ay Qp3| = a1 Apdys +A150pa3; + 0130, A3 +
a3 Az di

— Ay ysldsy — Aypdy Ass — Ay3dydsy



2. W oparciu o wiasnosci wyznacznika obliczy¢ wyznacznik macierzy

b

Il
W N W N =
Y T )
_— N = W
N O = =

—_ N = N s

Rozwiazanie

Poniewaz w kolumnie piatej i wierszu trzecim wystgpuje zero mozemy np. otrzymac jeszcze
trzy zera w kolumnie piatej wykonujac nastgpujace operacje elementarne na wierszach
macierzy A:

dodajemy wiersz piaty do wiersza pierwszego i drugiego oraz dodajemy do wiersza
czwartego wiersz piaty pomnozony przez 5.

Otrzymujemy wyznacznik

4 3 2 5 0
56 0 3 0
detA=|3 1 4 1 O0].Nastgpnie detA rozwijamy wzgledem piatego wiersza kolumny
17 6 -4 7 0
31 -1 1 -1
3 2 5
detA=—1(-1)"" A, =— > 6003
” 31 4 1
17 6 -4 7

Stosujac operacje elementarne na wierszach mozemy otrzymac¢ zera w kolumnie trzeciej.
Mnozymy wiersz drugi przez 2 a nastgpnie odejmujemy go od wiersza trzeciego i dodajemy
do wiersza czwartego i otrzymujemy w kolumnie trzeciej trzy zera.

4 3 2 5
detA=— 55 65 8 9" Wyznacznik det A rozwijamy wzgledem trzeciej kolumny.
25 12 0 17
5 6 3
detA=-2-5 -5 -9/=1060.
25 12 17

NS IR, B N}
W A~ =

3
3. Wyznaczy¢ macierz odwrotna A~ do macierzy A=|4
1



Rozwigzanie
3 21

detA=4 5 4]{=8, poniewaz det A #0 macierz odwrotna do macierzy A istnieje.
1 2 3

Wyznaczamy elementy macierzy dopetnien algebraicznych
A, |=lna,] 1<i, j<3.

A, =A =‘5 o7, 4 =, =" og

11 1=l 3 » A 12 1 3 )

- 4 5 « 2 1
A :A13:‘1 2:3’ A, = A21:_2 3:_4

# 31 " 3 2
Ay :Azzz‘l 3:8’ Ay A23—_1 2:_4-

- 2 1 " 31
A;) :A31:‘5 4:3’ Az A32—_‘4 4‘:_8’

- 3 2
A, :A33:‘4 5:7.

7 -8 3 7 -4 3

la ]=|-4 8 4|, a2=[a] =[-8 s -s|

w
|
o0
~
w
|
N
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713
1 [7 -4 3] |5 7 %
TeAP=olo8 8 8|=|o1 1 -]
¢ 3 -4 7|2 L7
8 2 8
7 13
3 21 3 > 3 1 00
Mozemy sprawdzi¢, ze A-A" ={4 5 4| -1 1 ~—1{=[0 1 0}
1 2 3 317 0 01
8 2 8

4 3 -8 2 7
8 6 -7 4 2
4. Obliczy¢ rzad macierzy A=|4 3 -5 2 3
8 6 -1 4 —6
43 1 2 -5




Rozwiazanie

Stosujemy np. nastgpujace operacje elementarne na wierszach macierzy A: od wiersza
drugiego i czwartego odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony przez 2 oraz odejmujemy
wiersz pierwszy od wiersza trzeciego i piatego i otrzymujemy macierz B ( R(A)=R(B)):

4 3 -8 2 7
00 9 0 -12
B=|0 0 3 0 -4
00 15 0 -20
00 9 0 -12]

Nastepnie od trzeciego wiersza macierzy B odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez 3’

od czwartego drugi pomnozony przez % oraz od piatego drugi.
(4 3 -8 2 7]
00 9 0 -12
Otrzymujemy macierz c=0 0 0 0 O
00 0 0 O
00 0 0 0 |

Poniewaz wiersz pierwszy i drugi macierzy nie zawieraja odpowiednich elementow
proporcjonalnych nie otrzymamy kolejnego (pierwszego lub drugiego) wiersza zawierajacego
wylacznie zera. Stad R(C)=R(B)=R(A)=2.

Zadania

1. Obliczy¢ wyznaczniki:

3111
2 1 1 31 :
1 311
1 113
2. Wyznaczy¢ macierz odwrotna do macierzy:
! -1 1
a)|—-38 41 =34\,
27 =29 24

3. (_)kres'lié rzad macierzy:
2 5 8 7 13

1 2 3 4 5
a) ;

0O1 2 -1 3

1 35 3 8



Odpowiedzi

2 5 7
l.a) —48;2.a) |6 3 4 |;3.a)2;
5 -2 -3
Lp.
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