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Réwnania algebraiczne

Definicja (W.R. Hamilton (1805-1865))

Liczba zespolona nazywamy uporzadkowang pare liczb rzeczywistych. W zbiorze par liczb
rzeczywistych postaci (a, b) definiujemy pojecie réwnosci oraz dziatania dodawania i
mnozenia:

(a,b)=(c,d) s a=cArb=d,

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),

(a,b)-(c,d)=(ac—bd, ad +bc).

Zbior Z = {(a,b); a,be R,:,+,‘} nazywamy zbiorem liczb zespolonych.

Niech z, =(a,b), z,=(c,d).
Mozna wykaza¢ nastgpujace prawa dla dziatan w zbiorze Z.

7, +2, =z, + 7, (prawo przemienno$ci dodawania)

(z, +2,)+ 2z, =2,+(2, + z;) (prawo lacznosci dodawania)
2,2, = 2, -7, (prawo przemienno$ci mnozenia)

(z,-2,)23 =2,(z, - z;) (prawo taczno$ci mnozenia)

7,(z, +23) =2, 2, + 7, - 23 (prawo rozdzielnos$ci mnozenia wzglgdem dodawania)

Definicja

Réznica liczb zespolonych (a,b) i (c,d) nazywamy taka liczbe zespolona (x,y), ze
(c,d)+(x,y)=(a,b)

Stad otrzymujemy (a,b)—(c,d)=(a—c,b—d).

Liczba zespolona z =(0,0) nazywamy liczbe zespolona zero (oznaczamy 0=(0,0)
720 (a,b) 2(0,0) = (a20vb£0) = a’ +b> >0

Definicja
Tlorazem liczb zespolonych (a,0) i (c,d) (c*+d* >0) nazywamy liczbe zespolona (x, y)
taka, ze (c,d)-(x,y)=(a,b).
(a,b) _(ac+bd bc—adj
(c,d) N2 +d? P +d?
Rozpatrzmy podzbiér Z, zbioru Z (Z, € Z) postaci
Z, z{(a,O); aeR,=,+,- }
Zbiér Z, utozsamiamy ze zbiorem R (Rc Z)

Stad otrzymujemy:

Liczbg zespolona (a,0) oznaczamy przez a, czyli (a,0)=a.



Posta¢ kartezjanska liczby zespolonej
z=(a,b)=(a,0)+(0,b) =(a,0)+(5,0)-(0,1)

Liczbg zespolong (0,1) oznaczamy symbolem i i nazywamy jednostka urojona i =(0,1) .
i*=i-i=(0,1)-(0,1)=(-1,0)=—1

Otrzymujemy z = (a,b) =a+bi. T¢ posta¢ nazywamy postacia kartezjanska liczby
zespolonej. Liczbe rzeczywista a (poprzednik pary (a,b)) nazywamy czescia rzeczywista
liczby zespolonej i oznaczamy symbolem Re z =a, natomiast liczbg rzeczywista b (nastgpnik
pary (a,b)) nazywamy czg$cig urojona liczby zespolonej i oznaczamy symbolem Imz =5 .

Zdefiniowane dziatania dodawania i mnozenia w zbiorze Z formalnie wykonujemy tak, jak

dziatania na wielomianach stopnia pierwszego wzgledem jednostki urojonej i uwzgledniajac
2 s r 2

réownos¢ i* =-1.

Np.
2,2, =(a+bi)(c+di)= ac+adi+bci+bdi* = ac + (ad +bc)i+bd - (1) = (ac —bd) + (ad + bc)i

Definicja
Liczba zespolona z =a—bi nazywamy liczbg sprzgzona z liczba z=a+bi .

% _ %% _a+tbi c—di _ac+bd bc—ad .

- . ) 2+ 2 7L
2, 2,°2, c+di c—di ¢ +d° ¢ +d

Modutem liczby zespolone] z = a+bi nazywamy liczbg rzeczywista nieujemna

|z|=\/a2+b2 .

Argumentem liczby z =a+bi nazywamy kat ¢, jaki tworzy wektor 0P (przedstawiony na
rysunku ) z dodatnim zwrotem osi 0X

yi F(a,b)

Rys.

Dla liczby z =0 argumentu nie okreslamy.
Argumentem gléwnym Argz =@, nazywamy kat ¢, spetniajacy nieréwnos¢ 0< ¢, <2m.
Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej z = |z|(cos @+ising).



n

Wzér de Moivre'a (cosg-+ising)” =cosng+isinng.
Wzoér Eulera ¢ =cosg+ising
Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe zespolona w

spetniajaca rownanie w" = z.
Niech w, oznacza k-ty pierwiastek n-tego stopnia z liczby zespolonej z = |z|(cos @+isin )

w, ={/?| cos¢+2kn+isin ¢+ 2kn k=0,1,...,n-1.
n n

Przyktady
1. Obliczy¢ Re(ij dla z=2+3i.
Z
Rozwigzanie
PR TR VO PR S e B N AT Re(ijzi.
z 2-3i (2-3)R2+3i) 4+9 13 13 Z
2. Liczbe z= 1-i\3 przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej.
Rozwiazanie
COS(p—l
a=1, b=—3, [{=+1+[+3) =2 r=e=2r-a
sinp=——
¢ 2
cos¢=cos(271'—0!)=cos0{=l30!=z ¢=27z‘—£=§71'
2 3’ 3 37

7= l—i\/g = 2(cos§ﬂ'+ isin%ﬂ'}

3. Obliczy¢ (1-iv3)"
Rozwiazanie

Korzystamy ze wzoru de Moivre’a
(cos@+ising)" =cosn@+ising.

60
(l—i\/g)éo = {Z(COS§7Z+ isin%zﬂ = 260(00860%7Z+ isin 60%75} =

2%(cos1007 +isin1007) = 2% (cos 50- 2 +isin50-27) = 2 (14 0-i) = 2%.



4. Obliczy¢ /i .
Rozwiazanie

. : . . . 3 .. 3
Liczbg z=—i przedstawiamy w postaci trygonometrycznej: —i = cosEﬂ' +1i s1n57r.

E7r+2k71' E71'+2k7£
wkzcos2 3 +isin-2 3 ,k=0,12.

3 3
—T+27 —T+27
W, =C0S—+isSIn—=1i, W, =CO0S +isin =—COS——iSIN—=—————1
2 2 3 3 6 2 2

5. Rozwiaza¢ w zbiorze liczb zespolonych réwnania kwadratowe

a) 2 +27+2=0; b) 7> -3z+3+i=0
Rozwiazanie
—2i,
a) A=4—8=—4, \/X:«/—4:\/i24:{2_
i
Zl:—2—21 — 1, Z2=_2+2l -1t
2 2

b) A=3"-4B+i)=-3-4i

Wyréznik A=(-3)" —4(3+i)=-3-4i.

JA wyznaczamy korzystajac z definicji pierwiastka stopnia drugiego (\/Z =0 A=0")
Niech VA =/-3-4i =x+ yi (x,ye R). Wéwczas —3—4i =(x+ yi)’,

—3—di=x" -y’ +2xyi,

stad otrzymuj¢ uktad réwnan

x2 _ y2 — _3
2xy =—4.
Wyznaczamy y=—— z drugiego réwnania (x #0) i podstawiamy do pierwszego réwnania,
X

otrzymujemy réwnanie dwukwadratowe — x* +3x* -4=0.
Podstawiamy x° =¢ i mamy réwnanie t*> +3t—4 =0, ktérego rozwiazania pierwiastkami sa
t,=—4 oraz t, =1.

Stad mamy x*> =—1 (réwnanie sprzeczne w zbiorze R ) oraz x’ =1, wigc x, =1 lub x, =—1,
nw=-2,y=2.
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—1+2i.
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Zadania
1. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej (bez pomocy tablic) nastgpujace liczby
zespolone:

a) —1:b) —isc) —1—i:d) —1—i\/3.
2. Obliczy¢ pierwiastki trzeciego stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:

a) —i:b) —1:¢) 1+iy/3.

3. Rozwigza¢ rownania kwadratowe:
a) 22+ (2+2)z+3-2i=0; b) 22 +(1+4i)z—5-i=0; c) 2> +2iz+i—1=0.
Odpowiedzi
1.a) cosz+isinz;b) cosiﬂ'+isin§ﬂ'; c) V2 cos§ﬂ+isin§7[ ;d) 2 cosgﬂﬂ'singﬂ .
2 2 4 4 3 3
V3 1. 431 1 A3.1,43,
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2
c) 3\5{003 Ok +1 T+ isin%f[}k =0,1,2.

9
)£+ﬁ_2i£—ﬁ+2i
2 ) '

3.a)i,—2-3i;b)1-i,—2-3i;c

2 2
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