Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catke postaci J‘R(sinx, cos.x)dx , gdzie R jest funkcja wymierna zmiennych

SINX, COSX mozemy zawsze sprowadzi¢ do calki funkcji wymiernej stosujac
podstawienie (uniwersalne)
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Przypadki szczegdlne

1. Jezeli R(_ sin x, COSX) = —R(sinx, COSX) (R jest funkcjg nieparzysta wzgle-
dem sinx ), podstawiamy: cosx =¢.

2. Jezeli R(sinx,—cosx)z—R(sinx, COSX) (R jest funkcjg nieparzysta wzgle-
dem COSX ), podstawiamy: sinx =1z,

3. Jezeli R(_ sin x, — cos x) = R(Sinx, cosx) (R jest funkcjg nieparzysta

wzgledem sinx 1¢osx jednocze$nie), podstawiamy: 8 X =1,



Wzory rekurencyjne
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n €N (wzor stosowany zasadniczo dla n parzystych)
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Catkowanie funkcji wymiernych
Funkcja wymierng nazywamy iloraz dwoch wielomianow.
Jezeli F,(x).G,(x) sa wielomianami stopnia n i m, gdzie »<m woéwczas funkcje

Fn X . . . . . . .
G—((x)) nazywamy funkcja wymierng wlasciwg, jezeli natomiast n=>m, to

funkcje t¢ nazywamy funkcja wymierng niewtasciwa.
Funkcje wymierng niewlasciwg przedstawiamy w postaci sumy wielomianu

| funkcji wymiernej wlasciwe;:




Funkcje wymierng wilasciwg rozkladamy na sume ulamkow prostych, tzn.
funkcji wymiernych postaci:

A A x+B,
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—-, neN gdzie A = b* —4ac <0
(ax2 +bx+c)



Calkowania ulamkow prostych
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funkcje podcatkowg przedstawiamy w postaci

j(Ax+ B)dx
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(Anx+Bn)dx
j —, neN, n>1
4

(ax2 + bx + c)

Dang catke przedstawiamy w postaci sumy catek:

(Anx+Bn)dx _ A, (2ax+b)a’x ( _A.bj dx
J‘(azszrberc)n 2 j(ax2+bx+c)n+ 7 J‘(az)c2+l)x+C)n



Catke pierwsza obliczamy stosujac podstawienie ax® +bx+c=1t, natomiast

dt
J, = _
druga catke sprowadzamy do catki postaci " j (1 n tZ)” , przez sprowadzenie

funkcji ax® +bx + ¢ do postaci kanonicznej (analogicznie jak w p. 3.).

Catke J, mozemy obliczy¢ stosujgc np. podstawienia trygonometryczne
[ =ctg u.



Catkowanie funkcji niewymiernych

Ponizsze wzory dotycza funkcji typu R(u, V) co oznacza funkcj¢ wymierng
zmiennych u, v.

jR(x Wn/ax+ jdx ad —bc #0
cx +d

Podstawienie (sprowadzamy catke do calki funkcji wymiernej)

’i/aXer 3
cx +d




5 jR(x, \/ax2 +bx+c)dx

Podstawienia Eulera (na ogot nieefektywne, prowadzace do skomplikowanych
catek funkcji wymiernych)

(J;xin a>0
\/ax2+bx+c=<xt+\/g, c>0
t(x—xl), A>0

. . . , ;. . 2
X1 —jeden z pierwiastkéw tréjmianu ax” +bx +c.



PrzypadKki szczegolne
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Sprowadzamy trojmian ax’ + bx +c¢ do postaci kanonicznej i otrzymujemy
catki typu:

R £
= arc sin — + = In

-“ dt C J‘ dt
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X—o=-

j (Ax + B)dx 1
> (x — a)\/ax2 +bx+c Podstawiamy {

6.Metoda wspotczynnikow nieoznaczonych

n n—1
J. (anx +a, x +.4ax+ ao)dx

\/ax2+bx+c

dx

+bx +c

= (bn_lx”‘1 SEp s bo)\/ax2 +bx+c+ /Ij
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Wspotezynniki (i =0, L, ..., n—1), 2 znajdujemy po zrézniczkowaniu obu
stron 1 pordwnaniu wspotczynnikow przy odpowiednich potegach X.



Podstawienia trygonometryczne
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