Catka podwdjna

Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podziatéw obszaru 5 cigg sum catkowych (S,)

jest zblizony do tej samej granicy wiaéciwej, niezaleznej od wyboru punktéw £, to

granice te nazywamy catkg podwojng funkgji f(x,y) w obszarze D i oznaczamy
symbolem

J Dj f(x, y)do b | Dj S (x, y)dxdy,
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Interpretacja geometryczna
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Zamiana catki podwodjnej na catke iterowang

Obszar domkniety D. opisany nieréwnosciami a<x<b, @(X)SyS\V(X), gdzie
¢®, ¥sg funkcjami ciggtymi w przedziale <a» b> nazywamy obszarem normalnym
wzgledem osi 0X. Analogicznie obszar domkniety D, opisany nieréwnosciami
c<y<d, Ny)<x<u(y), gdzie A W sg funkcjami ciaglymi w przedziale (¢, d)
nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi 0Y. Jezeli f(x.») jest funkcja ciagta w
obszarze D, ( ) to
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Zamiana zmiennych w catce podwadjnej

Niech funkcje x=o(wv).y=w(uv).9,yeC(A) okreélajg wzajemnie jednoznacznie

odwzorowanie 7 wnetrza obszaru regularnego A na wnetrze obszaru regularnego
D

Wyznacznik funkcyjny:

nazywamy jakobianem odwzorowania T.

Niech J(%V)io w obszarze A (wowczas Tjest w tym obszarze wzajemnie

jednoznaczne). Zaktadamy ponadto, ze funkcja /(x.») jest ciagta i ograniczona w
obszarze regularnym D.
Wowczas



[[ (e v)away = ([ £l @, v). wlet, v)] | (u v)| et
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Catka potrojna

J.,I[J. f(x.y,z)av lub '.-;'U f(X, 2 Z)dxdydz

Przestrzenny obszar domkniety Vs okreslony nierownosciami
a S‘x S b; (X(X)Syﬁ B(x); ([)(X,y)SZS\V(X,y)

gdzie o B sg funkcjami ciagtymi dla x<(a.b) oraz ¢.v s3a funkcjami cigglymi w
obszarze D opisanym dwiema pierwszymi nierownosciami, nazywamy obszarem

normalnym wzgledem ptaszczyzny OXY.
Analogicznie okreslamy obszary normalne wzgledem ptaszczyzn 0XZ, 0YZ.

Jezeli funkcja = f(x. »,2) jest ciggta w obszarze V., to
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Catka krzywoliniowa nieskierowana

Niech  funkcja z=f(x, ) bedzie okreslona na  krzywej regularnej
Fix:(P(f),y=\|!(f),f€<0%B>. Przedziat (o B) dzielimy na n podprzedziatéow (i..%)

(i=12,...,n), Wéwczas dtugosé As; i-tego tuku czeéciowego krzywej T
s, = M@ I )
Wybieramy punkty posrednie &; (t;.1,1;) oraz tworzymy sume O, :

Gn = izzllf(xia yi)ASi , gdzie xl’ — (P(il)’ yi = \V(&l)



Jezeli ciag (s,) jest zbiezny do tej samej granicy, dla kazdego ciggu podziatéw krzywej
', niezaleznie od wyboru punktéw ¢, to granice te nazywamy catka krzywoliniowa

nieskierowang (pierwszego rodzaju) po krzywej I' i oznaczamy symbolem If(x=y)ds
r

tzn.

lim o, = lim Zn:f(xl., yi)ASi = jf(x, y)ds
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Zwigzek miedzy catkg krzywoliniowg a catkg oznaczong
1. Jezeli funkcja z=/(x.,») jest ciggta na krzywej regularnej

[x= (p(t), y= \|!(f),f €<0€» B>a WOWCzas

(0 s = o) o O [



2. Jezeli funkcja zzf(x, J/) jest ciggta na krzywej

Iy= g(x), g(x) € Cl(<aa b>)» wowczas

jf(x yds-jf[xg \/1+[g
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Catki krzywoliniowe skierowane

Zaktadamy, ze dany jest otwarty tuk zwykty skierowany L o przedstawieniu
parametrycznym X=¢(¢), y=v(t), 1 (o, B) zgodnym z kierunkiem tego tuku. Ponadto
dane sg funkcje P(x, J/), Q(x, J’) okreslone w kazdym punkcie fuku L. Analogicznie jak
catke oznaczong definiujemy catke krzywoliniowg skierowang pary funkgji
[P(x, ) O(x, y)] po fuku L i oznaczamy symbolem



fP(x, y)dx + Q(x, y)dy

L

Zamiana catki krzywoliniowej skierowanej na catke oznaczona.
Jezeli funkcje P(x.y) i Ox,») sg ciggte na tuku L spetniajgcym podane zatozenia,
wowczas catka krzywoliniowa istnieje oraz

B

[P y)ex+ QUx.y)dy = [ Plohw(tlo't) + Qoo
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Catke krzywoliniowg po krzywej zamknietej Jordana I skierowanej dodatnio
(ujemnie) wzgledem swego wnetrza oznaczamy (odpowiednio)

{)P(x, y)dx + Q(x, y)dy lub {)P(x, y)dx + Q(x, y)dy



Twierdzenie (wzor) Greena
Jezeli funkcje P(x.»).0(x,y)eC' w obszarze normalnym D (wzgledem osi Ox, Oy) oraz
brzeg I' jest skierowany dodatnio wzgledem wnetrza obszaru, wowczas

§P(x, y)dx + Q(x, y)dy = ” (Zg — ij dxdy



