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I. Wstep

Niniejszy podrecznik jest przeznaczony dla studentéw | roku Akademii Morskiej w Szczecinie, uczest-
niczgcych w zajeciach wyréwnawczych z matematyki, w ramach projektu ,Rozwdéj i promocja kierun-
kéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”. W skrypcie przedstawiono podstawowe za-
gadnienia z matematyki z zakresu szkoty sredniej, ktérych znajomos$¢ jest niezbedna do realizacji pro-
gramu matematyki, fizyki i rdznych przedmiotéw technicznych na | i Il roku studiéw. Liczne przykfady
i komentarze do rozwigzanych zadan, umozliwig studentom szybsze opanowanie prezentowanych
zagadnien. W celu utrwalenia poznanego materiatu, do kazdego rozdziatu dofgczono duzig liczbe
zréznicowanych zadan do samodzielnego rozwigzania. Wiele z nich to zadania bardzo proste, ilustru-
jgce prezentowane pojecia. Do wiekszosci z nich podano odpowiedzi.

II. Symbole matematyczne

Matematyka posiada swoj specyficzny jezyk, sktadajacy sie z obszernego zestawu znakéw, symboli i
sformutowan. Niektdre z nich bedg czesto wykorzystywane w niniejszym skrypcie i na zajeciach pod-
czas studidow. Dlatego ponizej wyjasniamy znaczenie najczesciej uzywanych symboli.

Symbol przynaleznosci: €. Zapis ,x € A” oznacza, ze x jest elementem zbioru A, a wyrazenie ,x ¢ A”
oznacza, ze x nie jest elementem zbioru A.

Zapis ,A C B” oznacza, ze zbidr A zawiera sie w zbiorze B.
Zapis ,,A U B” oznacza sume zbioréw A i B (ztgczenie).

Zapis ,,A N B” oznacza iloczyn zbioréw A i B (cze$¢ wspding).
Zapis ,, A\ B” oznacza rdznice zbiorow A i B (te elementy, ktdre sg w A, ale nie ma ich w B).

Symbol {e} nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym, jest on rownowazny wyrazeniu ,dla kazdego x
nalezgcego do A”. Natomiast symbol \XE{ oznaczajacy ,istnieje taki x nalezgcy do A ”, nazywamy
kwantyfikatorem szczegdlnym.

Wyrazenie ,z tego wynika, Ze” mozna zastgpi¢ symbolem = ;

Wyrazenie ,,wtedy i tylko wtedy, gdy” mozna zastgpi¢ symbolem < ;

Spéjnik ,,i” czesto w tekstach matematycznych ma postaé A, a spdjnik ,,lub” wystepuje jako v .

I11. Liczby rzeczywiste

Pierwszg rzeczg, ktdra kojarzy sie z matematyky sg liczby. Dlatego zaczniemy od opisu i klasyfikacji
liczb, z ktérymi spotyka sie kazdy cztowiek, czy to w zyciu codziennym czy przy rozwigzywaniu ztozo-
nych problemdéw technicznych. W niniejszym skrypcie, tak jak w szkole sredniej, bedziemy poruszac
sie tylko w zakresie liczb rzeczywistych. Nazwa tych liczb oznacza, ze spotykamy sie z nimi w naszej



rzeczywistosci czyli w domu, w sklepie, w banku, na plazy, w parku i t.d. Liczby te w wiekszosci byty
znane i stosowane juz w starozytnosci.

Jak méwimy o liczbach, to jednoczesnie trzeba wspomnie¢ o tym, co z tymi liczbami mozna zrobié
czyli o dziataniach. Wyrdzniamy dwa podstawowe dziatania: dodawanie i mnozenie. Czesto w szkole
mowito sie o czterech podstawowych dziataniach: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie,
jednak w niniejszym skrypcie odejmowanie bedziemy traktowac¢ jako dodawanie liczby przeciwnej, a
dzielenie jako mnozenie przez liczbe odwrotna. Pojecie liczby przeciwnej i liczby odwrotnej wyjasni-
my pozniej. Dodatkowo w tej czesci omoéwimy jeszcze potegowanie i pierwiastkowanie.

Liczby naturalne

Tak zwany ,,zwykty cztowiek” najczesciej stosuje liczby naturalne czyli liczby 1, 2, 3, 4, 5 i tak dalej. Sa
to liczby, ktore pojawity sie w historii ludzkosci jako pierwsze. Liczby naturalne oznaczamy symbolem
N. Dodajac lub mnozac dwie liczby naturalne otrzymamy réwniez liczbe naturalng. Natomiast odej-
mowanie dwdch liczb naturalnych nie zawsze da liczbe naturalng. Pojawiajg sie w ten sposéb liczby
ujemne.

Liczby catkowite

Uzupetniajgc liczby naturalne o liczbe 0 i liczby przeciwne do liczb naturalnych (-1, -2, -3, -4, i t.d.)
otrzymujemy liczby catkowite. Liczby catkowite oznaczamy symbolem C. Dodajac , mnozac lub odej-
mujgc dwie liczby catkowite otrzymamy réwniez liczbe catkowitg. Natomiast dzielenie dwdch liczb
catkowitych nie zawsze da liczbe catkowitg. Pojawiajg sie wtedy utamki.

Liczby wymierne
Liczby wymierne to wszystkie liczby postaci P , gdzie liczby p i g s liczbami catkowitymi i g nie moze
q

by¢ zerem. Liczby wymierne oznaczamy symbolem W. Dodajgc, mnozac, odejmujac lub dzielgc dwie
liczby wymierne otrzymamy réwniez liczbe wymierng (z zastrzezeniem, ze nie wolno dzieli¢ przez 0).
Natomiast operacja pierwiastkowania (w starozytnosci znana w postaci obliczania dtugosci przekat-
nej kwadratu) wykonana na liczbie wymiernej, nie zawsze daje liczbe wymierng. Pojawiajg sie w ten
sposob liczby niewymierne.

Liczby niewymierne

Liczby niewymierne to te liczby rzeczywiste, ktére nie s3 wymierne. Do liczb niewymiernych zalicza-
my wszystkie pierwiastki z liczb wymiernych, ktére nie s3 wymierne, np.: \/5, \/5,1/5 i t.p. oraz nie-
ktore liczby specjalne, jak na przyktad liczba 7 uzywana czesto w geometrii czy liczba e uzywana w
analizie matematycznej. Liczby niewymierne oznaczamy symbolem NW.

Liczby wymierne i niewymierne dajg w sumie liczby rzeczywiste. Ponizszy rysunek pokazuje zaleznosci
miedzy poszczegdlnymi zbiorami liczb.



Rys. 1. Zbidr liczb rzeczywistych

Zbidr liczb rzeczywistych mozna przedstawic graficznie jako prostg zorientowang, na ktérej zaznaczo-
ny jest zwrot, konkretna wartosc¢ oraz jednostka. Kazdy punkt na tej prostej odpowiada jakiejs liczbie
rzeczywiste;j.

Rys. 2.0s liczbowa
Przedziaty liczbowe

Z osig liczbowg zwigzane sg bezposrednio przedziaty liczbowe czyli zbiory liczb pomiedzy dwoma licz-
bami rzeczywistymi. Zbidr liczb rzeczywistych zawartych miedzy liczbami a i b, wiacznie z tymi licz-

bami nazywamy przedziatem domknietym i oznaczamy symbolem <a, b>. Definicje tego przedziatu

mozna réwniez zapisaé w skroconej ,matematycznej” wers;ji:
(a,b)={xeR:x>anrx<b}

Natomiast przedziatem otwartym nazywamy zbidr:
(a,b)={xeR:x>aAx<b}

Przedziatem jednostronnie domknietym nazywamy zbiér:

(a,b>={XeRZX>a/\XSb} lub <a,b)={XeR:x2an<b}

Przedziatem nieograniczonym nazywamy zbior:

(

—o,a)={xeR:x<a} lub (—o,a)={xeR:x<a} Ilub (am)={xeR:ix>a} lub
<a, o)={xeR:x>a}

Dziatania na liczbach rzeczywistych

Dodawanie
Dodawanie liczb rzeczywistych jest:

e przemienneczyli a+b=b+aq;



o faczneczylia+b+c=(a+b)+c=a+(b+c).

Powyzsze witasnosci przydajg sie szczegdlnie wtedy, gdy trzeba szybko obliczy¢ sume kilku lub kilku-
nastu liczb, np.:

12+25+48+31+15+19=(12+48)+(25+15)+(31+19) =60 + 40 +50 =150

Liczbg przeciwng do liczby a jest taka liczba, ktéra po dodaniu do liczby a daje 0. Liczbe przeciwng do
liczby a oznaczamy symbolem: —a (minus a). Znak minus w tym wypadku nie musi oznaczaé liczby
ujemnej. Na przykfad jezeli a = -3, to —a = 3, oznacza to, ze liczbg przeciwng do liczby -3 jest liczba 3.

Mnozenie
Mnozenie liczb rzeczywistych jest:

e przemienneczyli a-b=>b -a;
e faczneczylia-b-c=(a-b)-c=a-(b-c);
e rozdzielne wzgledem dodawania czyli a - (b +c)=a -b +a -c.

Ostatnia wtasnos¢ wykorzystywana w odwrotnej kolejnosci czyli a -b+a -c=a - (b + c) nosi nazwe
wytgczania wspdlnego czynnika przed nawias. Jest to operacja, ktéra pozwala uzyskac postac iloczy-
nowg danego wyrazenia.

PRZYKLADY
1) 2x—-xy=x(2-vy)
2) 4x*—2x=2x-2x—2x-1=2x(2x-1)
3) Xy’ +3xy” —2x°y* =xy* (xy +3-2x"y’)
Liczba odwrotng do liczby a jest taka liczba, ktéra po pomnozeniu przez liczbe a daje 1. Liczbe od-

_ 1
wrotna do liczby @ oznaczamy symbolem: a™* lub =
a

PRZYKLADY
1) a=3:>a’1=l, bos-lzl
3 3
2) a=—=a 1:5, bo §-§:1
3 53
3) a=--=a'=-4, bo —%-(—4):1

Potegowanie i pierwiastkowanie

Potegowanie pojawito sie jako skrécona wersja wielokrotnego mnozenia. Zamiast pisa¢ 5-5-5-5
przyjeto sie zapisywaé ten iloczyn jako 5*. Dlatego iloczyn n czynnikéw a-a-a-...-a nazywamy n-tg
potegg liczby a i oznaczamy symbolem a". Liczbe a nazywamy podstawa potegi, a liczbe n wyktadni-



kiem potegi. Z czasem pojecie potegi o wyktadniku naturalnym uogdlniono najpierw na potege o
wyktadniku catkowitym, a nastepnie o wyktadniku wymiernym.

Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym oznacza odwrotnos¢ potegi o wyktadniku naturalnym czyli

a1
a =—n
a
PRZYKLADY
1
1)3P====
) F 9
-1
(1) -4
4 7
1
3) 5% ==
) 5° 125

.1 N o
Dla dowolnego n naturalnego, potega o wyktadniku — oznacza pierwiastek n —tego stopnia z liczby a
n

1

a"={/a
A pierwiastkiem n-tego stopnia z nieujemnej liczby @ nazywamy taka liczbe nieujemna b, ze b" = a.
Ya=bob"=a

PRZYKtADY
1
1) 83 =%8=2,b02*=8
1
2) 642 =64 =8, bo 8> =64

1
3) 625* =4/625 =5, bo 5* = 625
Wtasnosci dziatan na potegach i pierwiastkach

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sg nastepujgce zaleznosci:

a’ =1 a‘-a’ =a*"’ (a-b)* =a*-b"
a a)" a
—_=3a*7 (ax)y —a*Y = ==

a’¥ b b

Bezposrednio z tych wtasnosci wynika sposéb obliczania poteg o wykfadnikach wymiernych:



1 ko1, 1) ’
:(ak)"znak lub a"=a" :(a“) =(Q/5)

PRZYKLADY

1) 32° = (¥32) =22 =4
2) 1258 :(%/12=5)4 _5' =625

3 3
3) 814 :(481) =3 =27

Jako, ze pierwiastki to szczegdlne potegi, odnoszg sie réwniez do nich wtasnosci dziatan na potegach,

ktdre mozna przedstawi¢ w nastepujgcy sposob:

kQ/_zk{]/g

n

Vab-tath  2-32

PRZYKtADY

2 {2
1)\[5-%_ g-e_ﬁ_z
SECRRERN S

31 81 V27 3

3) V12=4/4-3=\4-\B=2-3=23
a) 16 =38-2=38-2=2-2=22
5) /450 =+/9-50 =+/9 /50 =34/50 =31/25-2 =3.-5-/2 =152

Utamki

Oddzielnym problemem s3 dziatania na utamkach, z ktérymi niestety nawet absolwenci szkot $red-

nich maja ktopoty.
Skracanie i rozszerzanie

Wartos¢ utamka nie zmieni sie, gdy licznik i mianownik pomnozymy lub podzielimy przez te samg

liczbe. Na przyktad:

y LoL4 4
2 2-4 8
7 7.5 5

10



5 10 1055 2
25 25:5 5
gy 2_2cic_a
bc bc:ic b

Skracaniem utamkdéw nazywamy operacje dzielenia licznika i mianownika przez te samga liczbe. Na-
tomiast rozszerzaniem nazywamy operacje mnozenia licznika i mianownika przez te samg liczbe.

Dodawanie

Zeby doda¢ dwa utamki musimy mie¢ wspdlny mianownik.

PRZYKLADY

. 1.5
1) Zeby dodac 2 i 5’ pierwszy utamek rozszerzamy przez 3, a drugi rozszerzamy przez 2 czyli

5 1.3 5.2 3 10 13 .1
6 4.3 6-2 12 12 12 12

2

: a . b
2) Zeby doda¢ — i —, pierwszy utamek rozszerzamy przez x, a drugi rozszerzamy przez y czyli
Xy X

a b a-x b-y_ﬂ+b_y_ax+by
xy x* xy-x x-y xy xy X%y

. a.cC
3) Zeby doda¢ b i FE pierwszy utamek rozszerzamy przez d, a drugi rozszerzamy przez b czyli

+c-b_ad+cb
d-b  bd

a ¢ a-d
—_—=

b d b-d
Mnozenie

Zeby pomnozyé¢ dwa utamki mnozymy liczniki i mianowniki poszczegélnych utamkéw.

PRZYKtADY

yl5_15_5

4 6 4.6 24
yab_ab_ab

y X y-X Xy
322 79 19 8_,3_,1

3 5 35 35 1 15 5
Dzielenie

Zeby podzieli¢ dwa utamki mnozymy pierwszy przez odwrotno$¢ drugiego.

11



PRZYKtADY

3)2

llﬂ
3 5

Wartos¢ bezwzgledna

Wartoscig bezwzgledng dowolnej liczby rzeczywistej nazywamy jej odlegtos¢ od liczby 0. Wartoscig
bezwzgledng liczby nieujemnej jest ta sama liczba, a dla liczby ujemnej jest liczba do niej przeciwna.
Symbolicznie zapisujemy to nastepujgco:

|x|— xdla x>0
~|-xdla x<0

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sg nastepujace wtasnosci:

|a-b|=|al-|p]
3=H,dlab¢o
bl |o]

Nieréwnosci zawierajace wartos¢ bezwzgledng rozwigzujemy stosujgc jedng z ponizszych réwnowaz-
nosci:

|x|£a<:>—a£x£a,

|x|2a©x£—avx2a

przy zatozeniu, ze a > 0.
PRZYKLADY

1) [x|=5=>x=-5vx=5

2) |3x—2|=5:>3x—2=—5v3x—2:5:>x=—1vx=%

12



3) || <5< -5<x<5< xe(-5,5)
4) |22 x<-2vx=2e xe(-—x, —2>u<—2, o)

ZADANIA

1. Podaj liczby przeciwne do nastepujgcych liczb: a = —%, b= \E, c=-1+ \ﬁ, d= ﬁ—%

2. Podaj liczby odwrotne do nastepujacych liczb: a= %, b= ?, c=-1,d=+6-2

3. Doprowadz do najprostszej postaci nastepujace wyrazenia:
) 2+X a 7—X
X X+1
X 1-x 4x*—x
x-3 x+3 x*-9
2 71— 1
9 2.1y, 1
y X y
2
d) 1+x : 1-x
X  2x+1

4. Oblicz:
62.47
2—5
12
646 -43
2

3 1

R
272
6° - 42
25
e) (x/g—ﬁ)(\/er\/g)
f (V6+v2)(3-v2-1)
g) (\/6—\/5)-(\/5+1)~\/§
) Wi5-2)-(Z - 48)

5. Usun niewymierno$¢ z mianownika

b)

a) .34.28

b)

d) 3*.27

3 35 4 3 5
) T IV I N A En
6. Wytacz czynnik przed pierwiastek
a)/48 b)\/20 c) \128 d) /54 e)324
7. Rozwigz rdwnania i nieréwnosci

a) |-x-2/=7
b) |x—2|+|x|=8



c) |4x—-5/<3
d) |-x+5/>8
e) [2x—2|+[x+1<2

Odpowiedzi

1 —a=,-b=-V8,—c=1-VZ,~d =5+

2. at=2,b'=3,ct=-1,d =5+2

2X2 —4x+2 6x> —2x+3
3' ) 2 7 b) 2 ’
X° 4+ X X -9
1
4. a)6; b)4; c)2; d g; e) 6;
5. a) ? b) 75,
6. a) 43, b) 245,
7. a) Xx=-9vx=5, b) x=-3vx=5,

IV. Funkcja

Definicja funkcji

S_Ty? +2xy + X -2x-1
o YTV 204X 8) =2
Xy XS =X
f) 2+ 242 -23; g)3; h) -8

3
0 Bl ) W7 +32 5316

5 4

) 82, d) 332 e) 233

c) Xe<%, 2>, d) Xe(—oo,—3>u<13,oo) e) xed

Funkcja f okreslong w zbiorze X o wartosciach ze zbioru Y nazywamy przyporzagdkowanie kazdemu

elementowi ze zbiory X doktadnie jednego elementu ze zbioru Y.

Funkcje takg oznaczamy symbolem f: X — V.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji (zbiér argumentéw).

Zbiér Y nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Wykresem funkcji y = f(x) nazywamy zbiér W punktow ptaszczyzny Oxy taki, ze

W ={P(x, y): xe D, y = f(x)}.

PRZYKtLADY

1) Niech funkcja f; kazdej liczbie naturalnej mniejszej od 10, przyporzadkowuje jej kwadrat. Dziedzi-

ng

tej funkcji jest zbior {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, natomiast zbiorem wartosci jest

{1, 4,9,16, 25,36, 49, 64,81} . Wykresem tej funkc;ji jest 9 punktdw na ptaszczyznie Oxy:
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90

»n
»

70 -

60 -

40 -

30 -

10' ()

2) Niech funkcja f, kazdej liczbie rzeczywistej z przedziatu od 1 do 9, przyporzadkowuje jej kwadrat.
Dziedzing tej funkcji jest przedziat <1, 9> , hatomiast zbiorem wartosci jest przedziat <1, 81> . Wy-

kresem tej funkcji jest nieskonczenie wiele punktéw na ptaszczyznie Oxy, tworzacych line krzywa
pomiedzy punktami (1, 1) i (9, 81):

90 ,
y
80 -
70 -
60 -
50 -
40 -
30 -

20 ~

10

3) Niech funkcja f; kazdej liczbie rzeczywistej dodatniej przyporzgdkowuje jej odwrotnosé. Dziedzing
tej funkcji jest zbidr R,, zbiorem wartosci jest ten sam zbiér R,. Wykresem tej funkcji jest nieskon-
czenie wiele punktéw na ptaszczyznie Oxy, tworzgcych fragment linii krzywej zwanej hiperbola:

15



352y

0,5 -

Wtasnosci funkcji

Ponizej przedstawiono niektére wtasnosci funkcji niezbedne do analizy wykreséw, ktdrg studenci
muszg czesto wykonywac na réznych zajeciach. Ponizsze wtasnosci sg tez potrzebne do zrozumienia
nowych pojeé, ktére pojawig sie na kursie matematyki podczas | i Il roku studiow.

1) Funkcje f nazywamy réznowartosciowg w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwdch
réoznych argumentow, ich wartosci sg rézne.

2) Funkcje f nazywamy parzystg w zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xe D, element
przeciwny do niego nalezy rowniez do D oraz f(—x) = f(x)

(wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy)

3) Funkcje f nazywamy nieparzystg w zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x e D, element
przeciwny do niego nalezy rowniez do D oraz f(-x) = —f(x)

(wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych)

4) Funkcje f nazywamy okresowa w zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba T =0, ze dla
kazdego xe D, x + Te D oraz f(x +T) = f(x)

5) Funkcje f nazywamy rosngcg w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (X <%= f(x)<f(x))

X, Xp €A

6) Funkcje f nazywamy malejgcg w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (X <%= f(x)>f(x))

Xp, X €A

7) Funkcje f nazywamy statg w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy

16



AV i(x)=a
xeA aeR
8) Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taka liczbe xo, dla ktérej f (x,)=0;
9) Wartoscia najwiekszg funkcji f nazywamy taka liczbe ynqx , dla ktérej istnieje taki argument x,,.,, Z€

Yoax = F () A /N (X) < Yo

X# Xmax

10) Wartoscig najmniejszg funkcji f nazywamy taka liczbe y,i» , dla ktdrej istnieje taki argument xy;,,
ze

Yimin = T (Xmin)/\/\f (X)> Yimin

X#Xmin

PRZYKtADY

1) Funkcja y=3x> —8jest réznowartosciowa, poniewaz dla dwdch dowolnych réznych argumentéw
X1 1 X, mamy:

X #E X =X # X =3 #£3% = 3% —8=3% —8= f(x )= f(X,)

2) Funkcja y=5x*+3 jest parzysta, poniewaz dla dwdch dowolnych przeciwnych argumentéw x i
-x ich wartosci sg rowne:

f(—x)=5(-x)" +3= f (—x)=5x* +3= f (x)= f (=x) = f ()

3) Funkcja ¥y =—x3+3x jest nieparzysta, poniewaz dla dwéch dowolnych przeciwnych argumentéw

X i =x ich wartosci sg przeciwne:

f(—x)=—(=x)’ +3-(—x) = f (—X) =—(-x*)=3x= f (-x)=x>=3x=—(—x*+3x) =—f (x)

4) Funkcja y = X*jest rosngca w catym zbiorze R, poniewaz dla dwéch dowolnych réznych argumen-
tow x4 i X, mamy:

X <X =X <x=f(x)<f(x)

5) Wykres pewnej funkcji y = h(x) przedstawiono ponizej.

h(x)

17



Na podstawie tego wykresu mozemy okresli¢ wtasnosci tej funkcji:

dziedzing jest przedziat <—5, 5>;

zbiorem wartosci jest przedziat (-2, 4);

funkcja nie jest réznowartosciowa (bo np. dla -3 i 3 przyjmuje takg samg wartos$¢ -2);
funkcja jest parzysta, bo jej wykres jest symetryczny wzgledem osi oy;

miejscami zerowymi tej funkcji sg liczby -2 oraz 2;

funkcja jest rosnaca dla x € (-3,0);

funkcja jest malejaca dla x €(0,3);

funkcja jest stata dla x e(-5,-3) (3, 5);

najwieksza wartos¢ funkcji wynosi 4, dla x = 0;

najmniejsza wartos¢ funkcja osiaga dla x € (—5,—3) (3, 5) i wynosi ona -2.

6) Niektore wtasnosci pewnej funkcji y =g(X) przedstawiono ponizej:

dziedzing jest przedziat (-50, 50);

zbiorem wartosci jest przedziat (20, 20) ;

funkcja nie jest réznowartosciowa;

funkcja jest nieparzysta;

miejscami zerowymi tej funkcji sg liczby —40, 0 oraz 40 i nie ma innych miejsc zerowych;
funkcja jest rosnaca tylko dla x € (—20, 20);

funkcja jest malejaca tylko dla x € (—50,-30)(30,50) .

Na podstawie powyzszych wtasnosci wykres funkcji g(x) moze wygladac nastepujgco:

g(x)

Nie jest to jedyna wersja wykresu funkcji g(x). Moze ich by¢ nieskoriczenie wiele.

Funkcja ztozona
Dane sg dwie funkcje fi g takie, ze

f:X—->Y g:¥Y—>Z

18



Ztozeniem (superpozycja) funkcji fi g nazywamy funkcje
h =gof: X — Z okre$long wzorem g o f(x) = g[f(x)]
Funkcje g nazywamy funkcjg zewnetrzng, a funkcje f wewnetrzna.
PRZYKLADY
1) Dla funkcji vy =sin(x2 —3x) , funkcja zewnetrzng jest y=sinx, a funkcja wewnetrzng jest
y=x*-3x.

2) Dla funkcji y=sin2X—3sinX, funkcjg zewnetrzng jesty:X2—3X, a funkcja wewnetrzng jest
y=sinx.

Funkcja odwrotna

Jezeli f : X = Y jest funkcjg réznowartosciowa, to istnieje funkcja f ;¥ — X nazywana funkcja od-
wrotng wzgledem funkcji f, okreélona wzorem x = f (y).

Wykresy funkcji fi f ' s3 symetryczne do siebie wzgledem prostej y = x.

Wyznaczajac funkcje odwrotng do funkcji y=f (X), wyznaczamy najpierw x ze wzoru funkcji f, a

nastepnie zamieniamy oznaczenia zmiennych: x na y iy na x.
PRZYKLADY

1)Dla funkcji y = x+ 3 funkcjg odwrotna jest funkcja y =x—3, bo:

y =X+3= x=Yy—3 izamieniajgc zmienne otrzymujemy y=x-3.
.. . . . 1
2) Dla funkcji y =2x funkcjg odwrotna jest funkcja y =§X, bo:

y

1 1
y=2X=X :E = X :Ey i zamieniajac zmienne otrzymujemy y =§X .

3) Dla funkcji y=2—X1 , gdzie XeR\{—l}, funkcja odwrotna jest funkcja y=_—X2, gdzie
X+

Xe R\{Z} , bo:
Y=% (x+1)= y(x+1)=2x= yx+y=2x= yx—2x=—y:>x(y—2)=—y/:(y_2):>x=y‘y2
i zamieniajgc zmienne otrzymujemy y :X__XZ'

O bardziej skomplikowanych funkcjach odwrotnych bedzie mowa w dalszej czesci skryptu.
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ZADANIA

1. Na podstawie ponizszego wykresu wyznacz wtasnosci funkcji:

2. Na podstawie ponizszego wykresu wyznacz wtasnosci funkcji:

3. Na podstawie ponizszego wykresu wyznacz wtasnosci funkcji:

E

Na podstawie nastepujacych wiasnosci naszkicuj wykres funkcji:

D=(-10,10); f,,, =1tylko dlax e(-5-4)U(4,5); .., nieistnieje; f . tylko dlax (0,4)U(5,10); funkcja
jest parzysta; y =0 tylko dla x {-10,0,10} .

5. Na podstawie nastepujgcych wtasnosci naszkicuj wykres funkcji:

D =(-80,80) ; ZW =(-50,50); ., tylko dlax € (0,40) L {-80} ; funkcja jest nieparzysta;

y =0 tylko dla x € {-60,0,60} .

6. Sprawdz czy funkcja dana wzorem: f (X) =2X —X?, jest parzysta.

min

7. Sprawdz czy funkcja dana wzorem: f (X) =— , jest nieparzysta.

X +X
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8. Sprawdz czy funkcja dana wzorem: f (X) =2x%+1, jest réznowartosciowa.
9. Woyznacz funkcje odwrotne do nastepujacych funkciji:
5x+4 5X+4

4
,(x#0)  d) y=2XX+_4,(x;t2)

a) y=3X—5; b) y

Odpowiedzi
1. D=(-5,5);ZW =(-4, 4); f , =4 dlaxe{-33}; f;,, =4 dlaxe(-1,1); f /dlaxe(-5 -3)U(1, 3)
f Nudlaxe(-3,-1)u(3,5); f >dlaxe(-11);y=0 dlaxe{-5-2, 2, 5}; funkcja parzysta.

2. D=(-60,50);ZW =(-12, 12); f,., =12 dlax (30, ~10); f,,, =—12 dlax (10, 30); f ,”'dlax &(~60, —30) .

min .
’

7 Tmax min

f \vdlaxe(-10,10) (30, 50); f — dlax e(-30, —10)\(10, 30);y =0 dlax {0, 50}
3. D=(-7,7);ZW =(-4, 4);f_, =4dlaxe(3,5); f;, =4 dlaxe(-5, -3); f \dlaxe(-7,-5)U(5,7)

f /dlaxe(-3,3); f >dlaxe(-5,-3)U(3,5);y=0 dlaxe{-7, 0, 7}; funkcja nieparzysta.

min

4,
A
Y
[ ]
1
5.
A Y
50
- ® @ - ®
40 80
X+5 X+5 4 4+ 4x 1
9. a)y=—— b) y=— c) y=——,x#5 d y= , X#—
)y 3 )y 3 )y 5 )y %1 >

V. Funkcjaliniowa
Funkcjg liniowg nazywamy funkcje f: R— R okreslong wzorem f (x) = ax +b.

Liczbe a nazywamy wspodtczynnikiem kierunkowym, a liczbe b — wyrazem wolnym. Wykresem funkcji

21



y =ax + b, gdzie xe R, jest linia prosta nachylona do osi x pod takim katem o, ze a = tga. i przecinajaca
0$ Oy w punkcie, ktérego rzedna jest rowna b.

yA

RN

v

Rys. 3. Wykres funkcji liniowej

Wspéirzedne kazdego punktu nalezgcego do prostej o rownaniu y = ax + b, spetniajg to rownanie.
Stad majgc dwa punkty: A(xa, Ya) i B(Xs, V&) przez ktére przechodzi prosta, mozemy znalezé jej réwna-
nie, rozwigzujac nastepujacy uktad rownan:

Ya=a-X,+b
Yg=a-Xg +b

z niewiadomymi a i b.

PRZYKLADY
1) Wyznacz 3 punkty nalezace do prostej o réwnaniu: y=5x+2
Rozwiqzanie:

Wstawiajgc x=0 do réwnania prostej otrzymujemy y=2 czyli punkt P, = (0,2); dla x=1 mamy y=7, stad
punkt P, =(1,7); dla x=100 mamy punkt P, =(100,502).

2) Wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(3, 4) i B(-1, 2).

Rozwigzanie:

4=a-3+b 4=3a+b a=b-2 a=b-2 a=0,5
= = = =
2=a-(-1)+b " |2=—a+b ™ |4=3:(b-2)+b  |10=4b ~ |b=25

Czyli réwnanie tej prostej jest nastepujace: y=0,5x+2,5 .

Dwie proste sg rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy wspdtczynniki kierunkowe ich réwnan sg jedna-
kowe. Natomiast dwie proste sg prostopadte, gdy wspotczynniki kierunkowe ich réwnan sg odwrotne
i przeciwne.
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Na przyktad proste: | :y=3x-9 i L,:y=3x+4 s3 réwnolegte, a proste: l,:y=-2x-9 i

Y =%X +40 s3 prostopadte.

PRZYKtADY

1) Wyznacz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu: y=3x+2, przechodzacej przez

punkt P =(7,1)

Rozwiqzanie:

Skoro ma to by¢ prosta réwnolegta do prostej y =3x+2, to jej wspotczynnik kierunkowy musi by¢
réwny 3, czyli jej réwnanie ma postaé: y=3x+b. Nieznany wspdtczynnik b znajdziemy wstawiajac

do tego réwnania wspotrzedne punktu P: 1=3-7+b=b=-20=y=3x—-20

1
2) Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu: y=Zx+2, przechodzacej przez

1
kt P={=,3
pun (2 j

Rozwiqzanie:

1
Skoro ma to by¢ prosta prostopadta do prostej y :ZX+ 2, to jej wspdtczynnik kierunkowy musi by¢

réwny (-4), czyli jej rownanie ma postac¢: y=-4Xx+b. Nieznany wspotczynnik b znajdziemy wstawia-

jac do tego rownania wspdtrzedne punktu P:
1
3=—4-§+b:>b=53 y=-4x+5

3) Wyznacz punkt wspélny prostych: | :y=-2x-1il,:y=3x+4
Rozwiqzanie:

Skoro ma to by¢ punkt nalezacy zaréwno do jednej jak i drugiej prostej, to jego wspdtrzedne muszg
spetniaé tak rownanie prostej /; jak i rGwnanie prostej /,, czyli musza spetnia¢ ukfad réwnan:

y=-2x-1
y=3x+4

Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb (-1, 1) czyli punktem przeciecia sie obu prostych jest punkt
P= (—1, 1).

Wzajemne pofozenie dwdch prostych, a rodzaj uktadu réownan

Dwie proste mogg sie przecinac i wtedy ich czescig wspdlng jest jeden punkt, ktérego wspétrzedne
znajdujemy rozwigzujgc uktad réwnan zwany oznaczonym.
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Dwie proste mogg by¢ rownolegte i leze¢ obok siebie, wtedy nie majg czesci wspdlnej, a uktad row-
nan tych prostych nazywamy sprzecznym.

Natomiast dwie proste rownolegte, lezgce jedna na drugiej, majg nieskoriczenie wiele punktow
wspdlnych. A uktad réwnan tych prostych nazywamy nieoznaczonym.

N.p.

y=-2x-1

y=3x-1

. y=2x-1
4 jest sprzeczny. A uktad

Uktad { jest oznaczony. Uktad { jest nie-

oznaczony. Ten ostatni typ ukfadu réwnan przewaznie nie wystepuje w tak otwartej postaci, drugie
rownanie jest zwykle w innej formie, ale po przeksztatceniu otrzymujemy dwa takie same réwnania.

ZADANIA

1. Woyznacz 3 punkty nalezace do prostej o réwnaniu: y=7X—-5

1 —
2. Sprawdz czy punkt P(E, Zsj nalezy do prostej o réwnaniu: Yy =gx+%

3.  Wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzgcej przez punkty A(-1, 4) i B(2,- 2).
Wyznaczy¢ rdwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(3, -1) i B(-1, -3).
5.  Wyznacz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu: y=-2X+ 2, przechodzacej przez

punkt P=(-31)

. . . . . . 1 3 .
6. Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu: y =EX+E, przechodzacej przez

punkt P =(E lj
2 3

1
7.  Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu: y =§X+ 2, przechodzacej przez

1
nkt P=| =,-3
P (4 j

3.1
8. Wyznacz rdwnanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu: y=—EX+§, przechodzacej

przez punkt P =(3,-4)
9. Wyznacz punkt wspdlny prostych: |, :y=2x-101il,:y=3x—4
10. Rozwiaz uktady réwnan:

{y:x—lo by {y:—Zx—l {y—Zx:l ) —%y—Zx:l
y=3x—-4 y=-2x+1 3y=6x+3 3y = —4x+3

11. Dane sg trzy wierzchotki rownolegtoboku: A(2, 3), B(4,1) i C(3, -4). Wyznacz jego czwarty wierz-
chotek.

12. Dane sg wierzchotki tréjkata: A(-2, 3), B(4,1) i C(1, -2). Wyznacz spodek wysokosci tego tréjkata
wychodzacej z wierzchotka C.
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Odpowiedzi

1 5 1 1 1
3. y=-2X+2; 4. y=—X——; 5. y=-2x-5; 6. Yy=—X+—; 7. y=-3x—-2-;
y y 2 2 y y 2 6 y 4
8. y=§x—9; 9. P(-6,-22); 10a. x=-3, y=-13; 10b. uktad sprzeczny;
. 9 5 1.3
10c. ukfad nieoznaczony; 10d. Xz—g, y=§; 11. D(1, -2); 12. D ZE,lg )

VI. Funkcja kwadratowa

Funkcje f : R—R okreslong wzorem f{x) = ax’ + bx + ¢, gdzie a= 0, nazywamy funkcja kwadratowa
(tréjmianem kwadratowym) w postaci ogdlne;j.

Wykresem funkcji kwadratowej jest linia krzywa zwana parabolg. Parabola moze mieé ramiona skie-
rowane w goére lub w dét. Jezeli wspétczynnik @ w rdwnaniu ogdlnym funkcji kwadratowej jest dodat-
ni ,to ramiona paraboli s3 skierowane w goére (rys. 4a), a jezeli a < 0, to ramiona paraboli sg skiero-
wane w dét (rys. 4b).

16 -

Ly _ky
14 - 2 -
X
12 N 0 T =|
10 - 2 0 5 10
8 - -4 -
6 - -6 -
4 8 -
2 -10
X
O T =| '12 N
2 0 10 14 -
-4 -16 -
a) b)

Rys. 4. Wykres funkcji kwadratowej
Liczbe A = b° — 4ac (delta) nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowe;.

Jest to liczba, ktdra znacznie utatwia wyznaczania wierzchotka paraboli i jej miejsc zerowych. Wspét-
rzedne wierzchotka paraboli najczesciej oznacza sie literamipi g:

N.p.
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Wierzchotkiem paraboli  f (x)=3x?+6x+1 jest punkt W (—1,—2), poniewaz A=6°—-4-3.1=24,

B giq A

S A
2-3 4.3

Postac kanoniczna
Funkcje f(x)=a(x- p)2 +q nazywamy funkcja kwadratowa w postaci kanoniczne;j.
N.p.

Postacig kanoniczng trojmianu  f (x)=3x"+6x+1 jest funkcja f(x):3(x—(—1))2 +(-2)  czyli
f(x)=3(x+1)" -2
Miejsca zerowe

Jezeli A >0, to funkcja kwadratowa posiada dwa rézne miejsca zerowe

—b-+/A —b+A
X, = X

! 2a 2 2a

Jezeli A= 0, to funkcja kwadratowa ma jeden (dwukrotny) pierwiastek

« = b
° 2a
Jezeli A< 0, to funkcja kwadratowa nie ma pierwiastkdw rzeczywistych.

PRZYKtLADY

1) Funkcja kwadratowa f(x)=—x2+4x+5 ma dwa miejsca zerowe, gdyz A jest dodatnia (wynosi

36):

_—4-\36 10
S 2(-) 2

_—4+\36 2

=5
X 2:(-1) -2

=1

2) Funkcja kwadratowa f (X) =Xx’+4X+4 ma jedno miejsce zerowe, gdyz A = 0:

4-Jo -4
X = f:—

2-1 2

2-1 2 21

:—2:X2:

3) Funkcja kwadratowa f (X)z X?+4x+5 nie ma miejsc zerowych, gdyz A jest ujemna(wynosi (-4)).

Wazng umiejetnosciag jest naszkicowanie wykresu funkcji kwadratowej czyli paraboli. W tym celu
nalezy wyznaczy¢ wierzchotek i miejsca zerowe paraboli oraz punkt przeciecia sie paraboli z osig oy.
W przypadku braku miejsc zerowych lub pokrywania sie wierzchotka z miejscem zerowym, pomocni-
czo mozna wyznaczy¢ dwa punkty réwnoodlegte od wierzchotka.
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PRZYKLADY
1) Wykresem funkcji f (X)=x?+4x+3 jest nastepujaca parabola:
16 ]‘y

14 -

12

Aby dobrze jg narysowac obliczamy najpierw A, a nastepnie p, g, x4, X:
A=4, p=-2,0=-1; x,=-3; x,=-1

Ponadto wiemy, ze ¢ = 3, czyli parabola przecina o$ Oy w punkcie (0, 3). Zaznaczamy powyzsze punkty
na ptaszczyznie Oxy i rysujemy parabole.

Postac iloczynowa

W przypadku, gdy funkcja kwadratowa f (X)= ax’+bx + ¢ ma pierwiastki, to mozna ja zapisa¢ w po-

staci iloczynowej:
f(x)=a(x—x)(x—x,)
PRZYKLADY

1) Funkcja f (x)=x’+4x+3 ma nastepujaca postac iloczynowa: f (x)=(x+3)(x+1)

1
2) Funkcja f (X)=3X2—4X +1 ma nastepujaca postac iloczynoway: f (X) =3(X—§j(x—l)

1 1
3) Funkcja f (X) =4x°+4x+1 ma nastepujaca postac iloczynowa: f (X) = 4(X+§)(X+Ej

4) Natomiast funkcja f (X) =x%42Xx+5 nie posiada postaci iloczynowej, gdyz A<O.
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Rownania i nierownosci kwadratowe

Rozwigzanie réwnania ax’+bx+c=0 jest tozsame z wyznaczeniem miejsc zerowych funkgji

f (x)=ax®+bx+c
Do rozwigzywania nieréwnosci zastosujemy metode graficzng.

Zeby rozwigzaé nieréwnosc kwadratowg czyli jedna z nieréwnosci:
ax’+bx+c<0 lub ax®+bx+c <0 lub ax®*+bx+c >0 lub ax®*+bx+c>0 nalezy obliczy¢ najpierw
pierwiastki funkcji f (X) =ax’+bx+c, a nastepnie naszkicowa¢ wykres funkcji f(x) zaznaczajac tylko

jej miejsca zerowe i w zaleznosci od typu nierdwnosci podac przedziat, w ktérym naszkicowana para-
bola jest nad osig Ox lub pod osig Ox .

PRZYKLADY
1) Rozwigzaniem réwnania x* —5x+6=0 sg dwie liczby: 2 lub 3, poniewaz A =1, X=2,%=3
2) Rozwigzaniem réwnania X* —6x+9=0 jest jedna liczba: 3, poniewaz A =0, X, =3

3) Rozwiazaniem nieréwnosci x> —5x+6 <0 jest przedziat (2, 3), poniewaz A =1, X, =2,%X,=3,ana

szkicu paraboli widzimy, ze warto$ci mniejsze od 0 funkcja przyjmuje dla x €(2, 3)

1
4)  Rozwigzaniem  nieréwnosci  —2X°+X+1>0 jest przedziat <—E,1>, poniewaz
A=9,x =1X, =—§, a na szkicu paraboli widzimy, ze wartosci wieksze badz réwne 0 funkcja

1
przyjmuje dla X € <_§’ 1>
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5) Rozwigzaniem nieréwnosci —2x> —1>0 jest zbidr pusty, poniewaz A <0 i cata parabola znajduje
sie pod osig Ox, wiec niema takich argumentow, dla ktérych wartosci funkcji f (x) =-2x? -1 s3 do-

datnie.

Rownania dwukwadratowe

Réwnanie typu ax* +bx? +c=0 nazywamy réwnaniem dwukwadratowym i poprzez wprowadzenie
pomocniczej zmiennej t = x° uzyskujemy zwykte réwnanie kwadratowe .

N.p.

W réwnaniu x* —5x*> +4=0 wstawiamy zamiast x’ pomocnicza zmienng t i otrzymujemy réwnanie
t? —5t+4 =0, ktérego rozwigzaniem sa dwie liczby: t; = 1 oraz t, = 4. Wiedzac, ze x° = t mamy dwa
réwnania: x> =1v x> =4, z ktérych otrzymujemy cztery rozwiazania:
(x=-1vx=1)v(x=-2vx=2).

ZADANIA

1. Narysuj wykresy funkcji:
a) y=2x*-3x-2
b) y=—x*-5x+6
c) y=-x*-4x-3
d) y=—x*+4
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e) y=x"—4x+5

2. Wyznacz wierzchotki parabol:
a) y=—2x"+3x+1
b) y=-x"—8x+9
c) Yy=4x"-8x
d) y=x"-9

3. Rozwigz nieréwnosci:
a) —x*+6x-5<0
b) 4x* +6x>0
c) 3x*-2x+10<0
d) 6x*-6<0
e) 2x* +4x+2>0
f) 4x*+1<0

4. Rozwiaz réwnania:
a) —x*+3x*-2=0
b) x*+x?-12=0
¢) —3x+5Jx-2=0
d) x++/x-2=0

5. Wiedzac, ze do wykresu funkcji kwadratowej y = 2x” +ax+b nalezg punkty: A(1, 3) i B(-

2,1), wyznaczaib.

6. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji y = x> —x —2 w przedziale od -2 do 4.

7. Wiedzac, ze wierzchotek wykresu funkcji kwadratowej y =x*+ax+b lezy w punkcie

W(1, 3), wyznaczai b.

8. Rozwigz nierdwnosé:
a) —x*+3x*-2<0
b) x* -5x*+4<0

Odpowiedzi

2. a)WG,%); b)W(-4,25);  W(L-4);

3.a) Xe(—oo,l)u(S,oo); b) Xe(—oo,—g>u<0,oo);
d) xe(-1,1); e) xeR\{-1};

4. a) xG{—JE,—l,l, JE}; b) XG{—%, \/5}; ) m{%,l}-
(4

5.61:§,b:—21 6. fmin:f(ljz_gl, f =f ):
3 4 2 4
8.3) xe(—0,~2)U(-1,1) (2, =) b) xe(-2, -1) (1, 2)

14

d) W (0, -9).

C) xed;
f) xed.

d) x=1.

7. a=-2,b=4
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VII. Wielomiany

Wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje:
f(x)=a, +ax+a,x* +..+a,x",

gdzie ne N,xeR,a,,a,,...,a, €R,a, #0.

Liczby ay ,a; ,...,a, nazywamy wspotczynnikami wielomianu. Funkcja stata W(x) = ¢, gdzie c= 0, jest
wielomianem stopnia zerowego.

Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W(x), jezeli W(a)=0.

N.p.

1) Pierwiastkiem wielomianu W (X) =—x>—8x—9 jest liczba (-1), bo W(-1) = 0.

2) Pierwiastkami wielomianu W (X) = x* —2x% —7x* +8x+12 s3 liczby: -2, -1, 2 i 3.
Wielomian jednej zmiennej stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw.

Dzielenie wielomianow

Wielomian W(x) stopnia n mozna podzieli¢ przez wielomian G(x) stopnia m < n. Wynikiem takiego
dzielenia jest wielomian stopnia (n —m), z resztg bedgcg wielomianem stopnia m — 1. Dzielenie wyko-
nuje sie podobnie jak pisemne dzielenie liczb.

N.p.

Zeby podzieli¢ wielomian W (x)=2x° —3x* +4x—5 przez wielomian G(x)=x*—2x—1, nalezy naj-
pierw podzieli¢ wyraz z najwyzsza potega wielomianu W(x) przez wyraz z najwyisza potega wielo-
mianu G(x), czyli 2x° dzielimy przez x?, otrzymujemy wtedy 2x, co zapisujemy w nastepujacy sposéb:

(2x3 -3x? +4x—5) : (x2 —2x—1) =2X
Nastepnie mnozymy wielomian G(x) przez 2x i odejmujemy od wielomianu W(x):

(Zx3 —3x%? +4x—5):(x2 —2x—1)=2x
—(2x3 —4x? —2x)

= x*+6x-5
Nastepnie dzielimy wyraz z najwyzszg potegg otrzymanego wielomianu przez wyraz z najwyzszg po-

tega wielomianu G(x), czyli x* dzielimy przez x?, otrzymujemy wtedy 1, co zapisujemy w nastepujacy
sposob:

31



(2x3 —3x? +4x—5):(x2 —2x—1)=2x+1
—(Zx3 —4x? —2x)

= x2+6x-5
—(x* —2x-1)
= 8x -4

| na tym konczymy dzielenie, gdyz ostatni otrzymany wielomian jest stopnia mniejszego niz wielo-
mian G(x). Wielomian 8x — 4 nazywamy resztg z dzielenia wielomianu W(x) przez G(x).

Twierdzenie Bezout

Liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny
przez dwumian x —p.

Bezposrednio z  powyzszego  twierdzenia  wynika  wniosek, Ze jezeli  wielomian
W(x)=a, +aXx+...+a,Xx" ma wszystkie wspdtczynniki catkowite i a, = 1, to liczba catkowita g jest

pierwiastkiem tego wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy g jest dzielnikiem wyrazu a,.

Liczbe p nazywamy m — krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W (x) jest podzielny przez (x — p)”, ale nie jest juz podzielny przez (x — p) ™ ™. Liczbe m nazywamy
krotnoscig pierwiastka p.

Rownania

Wiele zagadnien technicznych mozna sprowadzi¢ do rownan lub nieréwnosci wielomianowych, dla-
tego wazng umiejetnoscig jest rozwigzywanie réwnan 3 i 4 stopnia. Przedstawimy dwie metody znaj-
dowania pierwiastkow wielomianu poprzez jego rozktad na wielomiany pierwszego i drugiego stop-
nia.

Metoda grupowania

Pierwsza metoda oparta jest na wytgczaniu wspdlnego czynnika przed nawias, jest to metoda grupo-
wania.

PRZYKLADY

1) Dla wielomianu W () =4x° +4x* —x -1 z pierwszych dwéch elementéw (pierwsza grupa) wycia-
gamy przed nawias 4x”, a z ostatnich dwdch elementéw (druga grupa) wyciggamy przed nawias (-1)
i mamy: W (x)=4x*(x+1)—-1(x+1). Nastepnie wytaczamy przed nawias wspélny czynnik, ktérym
jest (x +1) i otrzymujemy wielomian W(x) w postaci iloczynu wielomianu pierwszego stopnia (x +1) i
wielomianu drugiego stopnia (4x -1) czyli W (x) =(X+1)(4X2 —1). Zeby wyznaczy¢ pierwiastki wie-

lomianu W(x) znajdujemy pierwiastki obu wielomianéw czyli rozwigzujemy dwa réwnania:

1 1
(x+l)=0v(4x2—1)=0:>x=—lvx=zvx=—§
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Uzyskane rozwigzania sg pierwiastkami wielomianu W (X) =4x% +4x* —x -1

2) Dla wielomianu W (x)=9x" +9x*> — 22x* —4x+8 rozktadamy najpierw trzeci sktadnik (-22x’)na
réznice (-18x° — 4x%). Dla otrzymanej w ten sposéb postaci W (x)=9x" +9x® —18x* —4x* —4x+8 z

pierwszych trzech elementéw (pierwsza grupa) wyciagamy przed nawias 9x° , a z ostatnich trzech
elementow (druga grupa) wyciggamy przed nawias (-4) i mamy:

W(x)=9x2(x2+x—2)—4(x2+x—2).

Nastepnie wytagczamy przed nawias wspdlny czynnik, ktérym jest (x2 + x -2) i otrzymujemy wielomian
W(x) w postaci iloczynu wielomianéw drugiego stopnia (x* + x -2) i (9x* -4) czyli

W(X)z(x2 +X—2)(9X2 —4). Zeby wyznaczyé pierwiastki wielomianu W(x) znajdujemy pierwiastki

obu wielomiandéw czyli rozwigzujemy dwa réwnania:

(x2+x—2)=0v(9x2—4):0:>x=—2vx:1vx=§vx=—§

Uzyskane rozwigzania sg pierwiastkami wielomianu W (x) =9x* +9x* —22x* —4x+8

Metoda oparta na twierdzeniu Bezout

Metode te stosuje sie najczesciej wtedy, gdy wspdtczynnik przy najwyziszej potedze jest réwny 1.
Wtedy sprawdzamy, ktéry z dzielnikdw wyrazu a, jest pierwiastkiem wielomianu i dla niego stosuje-
my twierdzenie Bezout. W ten sposdb otrzymamy wielomian W(x) w postaci iloczynu wielomianu
stopnia pierwszego (x —q) i wielomianu G(x), ktdrego stopien jest o jeden mniejszego od stopnia
W(x). Jezeli wielomian G(x) jest stopnia drugiego to obliczamy jego pierwiastki i mamy zadanie roz-
wigzane. Jezeli natomiast wielomian G(x) jest stopnia wiekszego niz 2, to powtarzamy dla niego cata
operacje: sprawdzamy, ktory z dzielnikdw wyrazu wolnego jest jego pierwiastkiem, stosujemy twier-
dzenie Bezout, rozktadamy na iloczyn wielomianu stopnia pierwszego i wielomianu H(x), ktérego
stopien jest o jeden mniejszego od stopnia G(x) i.t.d.

PRZYKLADY
1) Wyraz wolny wielomianu W (X) = X% —4x® + x+6 wynosi 6. Jego catkowitymi dzielnikami sg liczby:
1,2,3,6,-1,-2,-3, -6. Sprawdzamy po kolei, ktéra z tych liczb jest pierwiastkiem tego wielomianu:

W(1) = 4, czyli 1 nie jest pierwiastkiem; W(2) = 0, czyli 2 jest pierwiastkiem tego wielomianu. Stosu-
jemy twierdzenie Bezout czyli dzielimy wielomian W(x) przez dwumian (x — 2):
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(x3 —4x? +x+6):(x—2)=x2 -2x-3
—(x3—2x2)
= —2x" +X
—(—2x2+4x)
=—_3x+6
—(-3x+6)

Dzieki temu wielomian W(x) mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu: W(X)=(X—2)(X2 —2X—3)
Zeby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu W(x) znajdujemy pierwiastki obu wielomianéw czyli rozwig-
zujemy dwa réwnania:

(x=2)=0v(X*—2x-3)=0=x=2vXx=-1vXx=3

Uzyskane rozwigzania sg pierwiastkami wielomianu W (x) =x*—4x* +x+6
Nieréwnosci

Do rozwigzywania nieréwnoéci wielomianowych zastosujemy metode graficzng. Zeby rozwigzaé jed-
na z nieréwnosci W (x)>0 lub W(x)>0 lub W(x)<0 lub W(x)<0 znajdujemy najpierw pier-
wiastki wielomianu W(x), zaznaczamy je na osi Ox i szkicujemy wykres funkcji y = W(x). W zaleznosci
od typu nieréwnosci podajemy przedziaty, w ktdrych naszkicowana krzywa jest nad osig Ox lub pod
0sig Ox .

Rysowanie wykreséw wielomianéw jest oddzielnym problemem, ktérego tutaj nie bedziemy poru-
sza¢. Natomiast, zeby naszkicowac wykres, niezbedny do rozwigzania nieréwnosci ,wystarczy nary-
sowac linie krzywa tzw. ,fale”, ktérej punktami wspdlnymi z osig Ox sa pierwiastki wielomianu. Naj-
lepiej zaczag¢ rysowanie tej linii od strony prawej: od goéry, gdy wspodtczynnik przy najwyzszej potedze
jest dodatni lub od dotu, gdy wspdtczynnik przy najwyzszej potedze jest ujemny. Krzywa ta przebija
0$ Ox w punktach wspdlnych wtedy, gdy krotnos¢ pierwiastka jest nieparzysta, a ,,odbija sie” od osi
Ox w punktach wspdlnych wtedy, gdy krotnos¢ pierwiastka jest parzysta.

PRZYKLADY

1) Dla nierdwnosci X*—4x*+x+6>0 szukamy najpierw miejsc zerowych wielomianu
wW (X) =X*—4x% +x+6. Sg nimi liczby x=—1v x=2v x=3. Wszystkie pierwiastki s3 jednokrotne,
wiec wykres wielomianu W(x) przebija 0§ Ox w punktach o wspoétrzednych x=-1v x=2vx=3.
Wspdtczynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni (przy x° jest 1) czyli zaczynamy rysowac krzywa od

strony prawej, od gory. Stad szkic wykresu wielomianu W (x) =x%—4x® + X +6 jest nastepujacy:
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Na podstawie powyzszego szkicu stwierdzamy, ze rozwigzaniem nierdwnoséci x> —4x? +X+6>0 sa
liczby: x e (-1, 2)U(3, )

2) Dla nieréwnosci —x*+4x>—3x*>0 szukamy najpierw miejsc zerowych wielomianu
W (x)=—x"+4x> —3x*. Sa nimi liczby x=0v x=1v x=3, przy czym x= 0 jest pierwiastkiem dwu-
krotnym. Wykres wielomianu W(x) przebija 0$ Ox w punktach o wspétrzednych x=1v x=3, nato-
miast w punkcie (0, 0) wykres ,odbija sie” od osi Ox. Wspdtczynnik przy najwyzszej potedze jest
ujemny czyli zaczynamy rysowac krzywa od strony prawej, od dotu. Stad szkic wykresu wielomianu
W (x)=—x*+4x> =3x* jest nastepujacy:

y X

Na podstawie powyzszego szkicu stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci —x* +4x> —3x*>0 sa
liczby: x {0} U(1, 3)

ZADANIA

1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(x)=3x* —2x® + x* =5x—2 przez wielomian
V(x)=x*-2

2. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(x)=x° —2x° + x> =5x przez wielomian
V(x)=x*-2x+6

3. Rozwigz réwnania:
a)x* —=3x?+2x=0,b) x®+5x*+10x—48=0,c) xX*+5x* —9x—45=0

4. Rozwigz nieréwnosc:
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a) —x*+3x*—=2<0,b) x*+3x> —9x—27 <0, c) -x* +2x* +25x—50>0

5. Wiedzac, ze do wykresu funkcji y = x* —2x? +ax+b naleza punkty: A(1, 3) i B(-2, 1), wy-
znaczaib.

6. Dla jakich wartosci a i b liczba 1 jest pierwiastkiem podwdjnym wielomianu
W(x)=x%+ax*-b?

7. Wiadomo, ze liczba 1 jest pierwiastkiem réwnania x® +2x% —x+m=0. Wyznacz naj-
mniejszy pierwiastek tego réwnania.

8. Wiedzac, ze iloczyn wielomianéw W(x)=2x®+bx*> 5 i V(x)= x> —ax+2 nie zawiera
poteg x> i X wyznaczaib.

Odpowiedzi
1.R(x)=—9x+12 2. R(x)=—-19x+114
3.2) xe{—2,-11,V2] b) x=2 c) xe{-5-3,3}
4.a) xe(-0,-2)U(2, ) b) xe(—o0, —3)uU(-3,3) c) xe(—o0,-5)U(2,5)
5.a=—4%,b=8% 6.a=—§,b=—% 7. x=-2 8.a=§, =g
VIII. Funkcja wymierna

W (x)

Jezeli W(x) i G(x) sa wielomianami i G(x) jest wielomianem niezerowym, to funkcje F(X)z

G(x)

nazywamy funkcjg wymierng. Dziedzing tej funkcji jest zbiér D = {X eR:G (X) # O} .

N.p.

x}-5
jest zbior R\{-2, 2

1) Dziedzing funkcji y =

2) Dziedzing funkgji y = ———

jestzbior R\{-1,0, 2}
X* — X —2X

Przy rozwigzywaniu jakichkolwiek zadan dotyczacych funkcji wymiernej nalezy najpierw okresli¢ jej
dziedzine.

Réwnania wymierne

Miejscami zerowymi funkcji wymiernej sg miejsca zerowe licznika, o ile nalezg do dziedziny funkgji.
W (x)

G(x)

Rozwigza¢ réwnanie wymierne =0 oznacza to samo, co znalez¢ miejsca zerowe funkcji
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PRZYKtADY

3

. . p . X=X . . L . . . . .
1) Rozwigzujac rownanie —; 9 =0 w pierwszej kolejnosci wyznaczamy jego dziedzine, czyli rozwia-
X -

zujemy taka réznosc:

X*~9#0=x#-3Ax%3=D=R\{-3 3}

Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe wielomianu wystepujgcego w liczniku, czyli rozwigzujemy
nastepujgce rownanie:

x3—x=0:>x(x2—1)=O:>x:0vx=—1vx:l

Wszystkie pierwiastki licznika nalezg do dziedziny tego réwnania, wiec sg jego rozwigzaniami.

3

2) Réwnanie =0 nie ma rozwigzan, gdyz dziedzing tego réwnania jest R\{-2, 2}, a miejscem

x> —4

zerowym licznika jest liczba 2, ktdra nie miesci sie w dziedzinie.

x?-16

2

3) Réwnanie
X —5x+4

=0 ma jedno rozwigzanie: x= -4, poniewaz drugi pierwiastek licznika, liczba

4, nie nalezy do dziedziny tego réwnania , ktorg jest zbior R\ {1, 4} .

Nierownosci wymierne

Przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernych pozbywamy sie mianownika poprzez pomnozenie obu
stron nieréwnosci przez kwadrat mianownika. Otrzymujemy wtedy nieréwnos¢ wielomianowa, przy
rozwigzywaniu ktorej trzeba uwzglednic dziedzine nieréwnosci wymiernej.

PRZYKLADY

x3 —x

1) Dziedzing nieréwnosci >0 jest zbiér R\{-3, 3}. Nastepnie mnozymy obie strony nieréw-

X° =9
nosci przez (x*-9):
3

X" =X

x? -9

20/(x2 —9)2 = (x* = x)(x* =9)2 0= x(x—-1)(x+1)(x-3)(x+3)=0

Otrzymana nieréwnos¢ wielomianowa ma nastepujgce rozwigzanie: Xe<—3, —1>u<0, 1>u<3, oo)

uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej, jej rozwigzaniem s3 liczby:
xe(-3, -1)u(0,1)U(3,0)

x?—3x—4
X3 —4x

nieréwnosci przez (x* -4x)*:

2) Dziedzing nieréwnosci <0 jest zbior R\{—Z, 0, 2}. Nastepnie mnozymy obie strony

X2 —3x+2

4y >O/(x3 —4x)2 :>(x2 —3x+2)(x3—4x)>0:>x(x+1)(x—2)x(x—2)(x+2)>0
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Otrzymana nieréwnos¢ wielomianowa ma nastepujgce rozwigzanie: XE(—Z, —1)u(0, 2)u(2, oo) ,

ktdre jest jednoczesnie rozwigzaniem nierdwnosci wymiernej, gdyz cate rozwigzanie nieréwnosci
wielomianowe] zawiera sie w dziedzinie nieréwnosci wymierne;j.

ZADANIA
1. Rozwiagz réwnania
3 py2 2 2 3 4v2
TR R S S S - S e . S S
9x“ -4 X—4 X°—5x+4 9x
2. Rozwiaz nieréwnosci
3 19y 2 32
a) )Z 8 >0, b) ;2>0, c) #<0' d) ng)('f'gzo
X —2X 4+3x—X X —5x-6 X
Odpowiedzi
1. a) Xe{O, 4} b) x=-1 c) Xe{O,S} d) Xe{—l, 1, 4}
2. a) Xe(O, 2)u(2,oo) b) Xe(—oo,—l)u(0,4) c) Xe(—oo,—l)u(G,oo)

d) Xe(—oo, —3>u<1, 3>

VIILI. Ciagi

Cigg jest to funkcja przyporzadkowujaca liczbie naturalnej n element a, pewnego zbioru A. Elementy
a, zbioru A nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktady ciggow:

1) 1,2,3,4,5,..
2) 2,4,6,8, 10,..

W pierwszym przypadku mamy: &, =1, a, =2, a, =3, a, =4, itd.
W drugim przypadku mamy: &, =2, a, =4, a, =6, a, =8, itd.
1 1 1

W trzecim przypadku mamy: a, =1, a, = E' a; = Z' a, = g, itd.

Wszystkie wyzej wymienione przyktady to nieskonczone ciaggi liczbowe.
Skorczonym ciggiem liczbowym jest np.: 1,2,3,4,5 — cigg liczb naturalnych od 1 do 5.

Monotonicznos¢ ciggu

Ciag rosnacy to taki cigg (a, ), dla ktorego dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnos¢

a,,>a,.

n+l

Ciag niemalejacy to taki cigg (a, ), dla ktérego dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréw-

nos¢ a,, =a,.

n+1
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Ciagg malejacy to taki cigg (@, ), dla ktérego dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnos¢

a,,, <a,.

n+1
Ciag nierosnacy to taki ciagg (@, ), dla ktérego dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierow-
nos¢ a,, <a,.

Ciag staty to taki cigg (a, ), ktorego wszystkie wyrazy sg rowne.

Kazdy cigg spetniajacy ktérykolwiek z powyzszych warunkéw to cigg monotoniczny.

Przyktady ciggow:

Ciag (2n) jest ciggiem rosnacym, bo dla kazdego N € N prawdziwa jest nieréwnos¢ 2(n+1) > 2n,
czyli kazdy nastepny wyraz tego ciggu jest wiekszy od poprzedniego.

Ciag (2 - n) jest ciggiem malejacym, bo dla kazdego N € N prawdziwa jest nieréwnosé 2—-(n+1)<2-n,
czyli kazdy nastepny wyraz tego ciggu jest mniejszy od poprzedniego.

Ciag ((—1)”) nie jest ciggiem monotonicznym, bo wyrazy tego ciggu sg na przemian ujemne i dodat-

nie — dla n parzystych wyrazy tego ciggu sg dodatnie, a dla n nieparzystych sg ujemne.

PRZYKtADY
2n-1
3n

1) Oblicz cztery kolejne wyrazy ciggu okreslonego wzorem a, =

Rozwigzanie:
Aby obliczy¢ cztery kolejne wyrazy tego ciggu nalezy za n podstawi¢ do wzoru kolejne liczby natu-
ralne od 1 do 4:

2-1-1 1 2-2-1 3 1 2-3-1 5 2-4-1 7
a‘]_:—:_'a'Z: =—=—,a3=—=—’a4= = —,
3-1 3 3-2 6 2 3-3 9 3-4 12
2) Wskaz wszystkie wyrazy ciggu rowne zero: a)a,, = n®—4n+3,b) a, = 8n—-8 ,C)
an=n—4\/ﬁ+3.
Rozwigzanie:

a)Najpierw ustalamy dziedzine: D =N .
Aby wskaza¢ wszystkie wyrazy tego ciggu rdwne zero, nalezy ogdlny wzor tego ciggu przyrownac
do zera i rozwigzac réwnanie ( w tym wypadku rownanie kwadratowe):
n®-4n+3=0.
Liczymy delte: A=16—-4-1-3=16-12=4, \/Zz 2.
4-2_2 442 6,
2-1 2 2-1 2

Oba rozwigzania nalezg do dziedziny, wiec ostateczna odpowiedz brzmi: Pierwszy i trzeci wyraz

Obliczamy dwa rozwigzania: N, =

podanego ciggu sg rowne zero.

b)Ustalamy dziedzine: mianownik musi by¢ rézny od zero, wiec N =3 = D = N —{3}..

Utamek jest réwny zero < licznik jest réwny zero. =>8N—-8=0=8n=8=n=1. Poniewaz
n=1 nalezy do dziedziny, ostateczna odpowiedz brzmi: pierwszy wyraz podanego ciggu jest rowny
zero.

c)Ustalamy dziedzine: nie ma pierwiastkéw kwadratowych z liczb ujemnych, wiec n>0ine N
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2.

= D=N.

0godlny wzér przyrownujemy do zera: N — 4/n +3=0. Rozwigzujemy to réwnanie metodg pod-
stawiania: niech t = \/ﬁ, teR

Mamy, wiec réwnanie kwadratowe postaci: t* —4t +3 = 0. Po rozwiazaniu mamy: t,=1,t,=3
=(/n=11bn=3)ineN=n=1wbn=9.

Poniewaz oba rozwigzania naleza do dziedziny, ostateczna odpowiedz brzmi: Pierwszy i dziewigty

wyraz podanego ciggu sg rowne zero.

n+2
Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu: a)a, =3n—2,b)a, = n®+2n-3, ¢ a, = 1
n —

Rozwigzanie:

Zbadaé monotoniczno$é ciggu tzn. ustali¢ czy dany cigg jest rosnacy, malejgcy, nierosnacy, niema-
lejgcy, czy staty lub moze w ogdle nie jest monotoniczny.

W tym celu nalezy obliczy¢ réznice dwodch kolejnych wyrazéw danego ciggu: a,,;, —a, . Jezeli ta
réznica jest dla kazdego n e N :

-dodatnia, to cigg jest rosnacy

- dodatnia lub réwna zero, to cigg jest niemalejacy

- ujemna, to cigg jest malejacy

- ujemna lub réwna zero, to ciag jest nierosngcy.

a)Obliczamy réznice: a,,, —a, =[3(n+1) —2]-[3n—2]=3n+3-2-3n+2 = 3. Jest ona do-
datnia dla kazdegon € N = ciag jest rosnacy.
a.,—a =[(n+1)°+2(n+1)-3]-[n*+2n-3] =

N+

b)Obliczamy réznice: . Jest ona dodatnia

=n°+2n+1+2n+2-3-n*-2n+3=2n+3
dla kazdego N € N = ciag jest rosnacy.
c)Obliczamy réznice:
n+1+2 n+2 n+3 n+2

a‘n+1 _an = - - - -
3n+)-1 3n-1 3n+2 3n-1
_(n+3)Bn-1)-(n+2)(3n+2) 3n*+8n-3-3n*-8n-4 _ ~7
(Bn+2)(3n-1) Bn+2)(3n-1) (Bn+2)(3n-1)

Jest ona ujemna dla kazdego N € N = ciag jest malejacy.

ZADANIA

. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu:

2
2n2—1' &) a = (B3n+2)
n

a)a,=2"-1,b)a,=2n>-3n+2,c) a,=6n-2,d) a, =

1

2n+5
Wskaz wszystkie wyrazy ciggu réwne zero:

a,=1-3n,g) a, :Zin,h) a, =1-
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a) a, =n?-5n+6,b) a,=2n-1,c)a,=4-5n,d) a, :3n+\/ﬁ—4,e) a, =2n®> —n-1,

2
f)an=n—\/ﬁ+30,g)an=6n 12,h)an:w,i)an:M,j)an=5_”_
n-2 n+3 Jn=1 \/ﬁ
3. Wykaz, ze dany cigg jest rosnacy:
ga =n-L ba —an-1,9a =3".da =n?+2,e)a =N, 5NF2
3 n+1

4. Wykaz, ze dany cigg jest malejgcy:

aa, =2 b)a =5-n,0a " ga =1 e a ——0n2-2n+7,Ha =32
n 2n+3 2" 4n+5
5. Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu:
1 n+3
a) a,=15-n, b) a =n°+2n+7, ¢) a,=——, d a =6n+2, e) a =——, f
) 8 ) a )nn+5)n )”n+1)
1
a, =——.
3" +2
Odpowiedzi
1. a) a =1,a,=3,a="7,a,=15; b) a =1,a,=4,a,=11,a,=22;
3 5 7
:4, :lo, :16,a 222, d =1,a =—, :—,a =—;
c)a &, a 4 ) & 2 433 9'% ™16
e)a =252, =32,<';13=40%,a4 =49; f) a,=—2,a,=-5,a,=-8,3, =-11;
) —l —l —1 a —i- h) —E a —§ —E a —E
R Y T AT & TgAT ATy
2. a) n=2vn=3; d)n=1; e) n=1; i) n=3; b) c) f) g) h) j) brak.
5. a) c) e) f) ciggi malejace; b) d) ciagi rosnace.

Granice ciggow

Liczbe g nazywamy granicg ciggu (an), jezeli dla dowolnej liczby &> 0 istnieje taka liczba m> 0, ze
nierownos¢ |an —g| < & zachodzi dla wszystkich n > m. Méwimy wtedy, ze ciag (a,) jest zbiezny do

liczby g.

A bardziej potocznie: Jezeli przy n dgzgcym do nieskoniczonosci (zwiekszajgcym sie w nieskornczonosé)
wyrazy ciggu (a,) wciaz sie zmniejszajg (lub zwiekszajg) i coraz bardziej zblizajg sie do jakiej$ liczby g,
ale jej ani nie osiggaja, ani nie przekraczaja, to méwimy, ze ta liczba g jest granicg tego ciagu.

Twierdzenia o granicach ciggow zbieznych

Jezeli ciagi (a,) i (b,) s zbiezne, to prawdziwe sg nastepujgce réwnosci
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1) lim(k-a,)=k-lima,
2) lim(a, +b,)=lima, +limb,
3) lim(a, -b,)=lima, -limb,

n—o N—

(g ) lima, _
4) lim| & |=2==2— b #0Alimb, #0
n—o bn ||mbn n—>o0
n—o
5) a,<b,<c, Alima,=limc, =g =limb, =g
n—oo n—oo n—o

Ta ostatnia rownos¢ nosi nazwe twierdzenia o trzech ciggach.

PRZYKtADY

2 —
1)Oblicz granice ciggu: a)a, = (3n), b)b, = [lj, c)C, :( n+3 j, dd, = (wj
n

4n-2 2n—-5
Rozwigzanie:
a) W tym przyktadzie tatwo policzy¢ granice, poniewaz n dazy do nieskoriczonosci, wiec n pomnozone

przez 3 tez dazy do nieskonczonosci: lima, = lim3n =oo.

nN—oo n—oo
b) Kiedy w utamku mianownik zwieksza sie w nieskoriczonos¢, to caty utamek zmniejsza sie do liczby

0: Iimbnzlimlzizo.

Nn—o n—o N o0
Aby policzy¢ granice ciggu z podpunktu c i d nalezy licznik i mianownik podzieli¢ przez najwyzszg po-
tege n wystepujgcg w mianowniku:
¢) W tym przyktadzie najwyisza potega N w mianowniku jest n, czyli po prostu n, wiec dzielimy

n 3 3

3 —+— 1+—

licznik i mianownik przez n: limc, = lim =lim- " _ jj;m 1
n—o n—o 4n — 2 n—wo 4N 2 n—o0 4 2

n n n
Poniewaz granica sumy to suma granic, granica rdznicy to rdznica granic, granica iloczynu to iloczyn

granic, a granica ilorazu to iloraz granic, mozemy napisac:

) .3
liml+ lim—
limc =122 ™=n
n—oo n . . 2
lim4—Ilim—=
n—oo n—>oon

Korzystajgc z podpunktu b (granica ciggu w postaci utamka, gdzie licznik jest statg liczbg, a mianownik
dazy do nieskoriczonosci, jest réwna 0) i uwzgledniajac, ze granica ciggu statego a, =X, X € R jest

po prostu réwna X mozemy napisac:
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liml=1

nN—oo

lim—=0

n—w n

imd4=4

n—oo

ﬁmE:O

nN—oo n

U

. 1+0
limc, =—=

nN—oo 4

o
NG

d) W tym przyktadzie najwyzszg potegg N w mianowniku jest nz, wiec dzielimy licznik i mianownik

przez n%:

2n® L3 5 oy 3 5
S 43n— 2t T2 PYeY
limd, =lim 22 3123 _ iy 0°  n* 0® 0 n*
n—oo n—>o3n° —5n+7 naoosi_Sin l n—o 3_§+l
n> n® n’ n n
Tak jak w poprzednim podpunkcie mozemy zapisac:

: .3 . 5
lim2n+lim——lim =
n—o n—w N n—x N
. .5 . 7
lim3—lim=+lim—

n—o n—w N n—o N

limd, =

n—w

Mamy:
lim2n =

n—w

Iim§=0

n—-o N

2)Oblicz granice ciggu: a, =+ n+1-n.

Rozwiqzanie:
W tym zadaniu nalezy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciggach (podanego jako ostatnie w twierdze-

niach o granicach ciggdw zbieznych na poczatku tego tematu). W tym celu najpierw mnozymy i dzie-
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limy nasz cigg przez wyrazenie z przeciwnym znakiem, czyli w tym przypadku: +/ nZ+1l+ni otrzymu-

jemy:

Wiemy, ze:

Liczba e

(\/n2+ nX\/n2 1+n)_ n? +1-n? 1

a =

1- +
" \/n2+1+n) _\/n2+1+n_\/n2+1+n

U
O<;<E
Jn?+14n N
o =c 1
mtoo = Mg, 0 T et

l n
Ciag a, :[1+—j jest zbiezny. Jego granicg jest liczba e. W przyblizeniu jest ona rdéwna:

n

e=2,71828...

aI'I
1
Granica ciggu a, = (1+—j rowniez jest liczba e przy zatozeniu, ze cigg (an) jest rosngcym cig-

a

n

giem liczb naturalnych.

. n o N
Ciag a, = 1_H jest zbiezny. Jego granica jest liczba —.

n
Dla przyktadu, podajemy ponizej kilka pierwszych wyrazéw ciggu a, = (1+ —j :

e

n

5 5
_[8) —T776 _; 48830
3125
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10 10
a=[14 5| —[LL) _ 25937424601, soq7494601
10) ~(10) ~ 10000000000

PRZYKLADY

l 3n 1 5n
1)Oblicz granice ciggu: a) a, = [1+ —j ,b) b, = (1+ 2—) .
n n

Rozwigzanie:
Aby méc skorzystac z liczby e nalezy doprowadzi¢ podany wzdr na ogdlny wyraz ciggu do postaci

aﬂ
= (1+ —J tak, aby w mianowniku utamka i w potedze wystepowato to samo wyrazenie.
a

n

SR

1\ T
Poniewaz Iim(1+ —J = e, wigc ostatecznie mamy: lima, = lim (1+ —j =e®.
n n

nN—o0 nN—oo nN—o0

b)

o) o2 o) o) ) ) o)

Poniewaz Ilm(1+ j = e, wiec ostatecznie mamy:

1
2n 2n 2n |
limb, = lim 1+ij -[1+ij A1e L _
n—o n—o0 2n 2n 2n

1
2n 2n 2n |2 2n 1 5
=lim 1+i -lim 1+i -lim 1+i =e-e-|lim 1+i =e-e-e2=¢?
n—w n n—w n n—w 2n n—w 2n

. 1\" 1
Tak samo postepujemy, gdy w zadaniu korzystamy z warunku: IIm[l——j = —. Wtedy sprowa-
e

n—o n

G (o) 1
dzamy ogdlny wzor ciggu do postaci: | 1—— | , by mdc skorzystaé z granicy —.
a e

n
Granice niewtasciwe ciggow
Ciag (an) jest rozbiezny do + oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby A istnieje taka liczba

m, ze dla kazdego N > M zachodzi nierdwnos¢ a, > A.
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Ciag (an) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby A istnieje taka liczba

m, ze dla kazdego N > M zachodzi nieréwno$¢ a, < —A.

A bardziej potocznie:

Ciag (an) jest rozbiezny do + 00, kiedy przy n zwiekszajgcym sie w nieskonczonos¢ wyrazy ciggu
(an) sg coraz wieksze i réwniez zwiekszajg sie w nieskorczonos¢.

Ciag (an) jest rozbiezny do — oo, kiedy przy n zwiekszajacym sie w nieskoriczonos¢ wyrazy ciggu (an)

Sg coraz mniejsze i zmniejszajg sie w minus nieskonczonosé.
PRZYKLADY

1)Zbadaj zbieznos¢ ciggu: a)a, =N — n?,b) b, = n? — 2\/3.

Rozwigzanie:

a)lima, = lim(n—n?)=lim[- n(=1+ n)] = lim(=n)- lim(n —1) = —o0- 0 = —o0

nN—oo
Odp. Cigg a,, jest rozbiezny do —oo.
b)

N |-

limb, = lim(n? - 2n )= m(nz —ZniJ - Lm[n;(n4 —2)} = limn? -lim(n* - 2) = (+ 0)- (+ o) = +o0

N—o0

Odp. Ciag b, jest rozbiezny do + 0.

ZADANIA
1) Oblicz granice:
. 3n+5 . 2n°—n+4 . 3n*+2n-7 . 4n*+2n+3
a)lim ,0) lim———— ) lIm ————, d) lIm .
n—e N4 2 oo NS +4 n—o n—e’fn® —5n° 4+ 4

2) Oblicz granice ciggu:
a)a, =4n-3,b) b, =20-3n, ¢) C, =n®-n,d) d, =3n-nd.
3) Oblicz granice ciggu:

a)a, =vVn—-+/n—1,b)b, =vn*+2-n,cc, =vn2-1-+/n?+n,d) d, :(#j

n+1+n?

4) Oblicz granice ciggu:

2n 4n 6n 2n+4
a)an=(1+1j 'b)bn=(1+ij ,C)Cn=[1+§j ,d)dn=(1+—1 j :
n 3n n n+2

5) Oblicz granice ciggu:

3n 5n 12n 2n-4
a) a, =(1—1j ,b) b, :(1_ij ,c) C, =(1_£} ,d)d =(1_ij '
n 4n n n-2

Odpowiedzi
1. a)3; b)2; ¢)0; d)4/7. 2.a)wo;b)-0; c)oo; d)-w0. 3.3)0; b)0O; ¢)¥%; d)O.

46



4 s
4. a)e?; b)ed; c)e®; d) e’ 5.a)ed; b)e4; c)e®; d)e?.

Cigg arytmetyczny

Cigg arytmetyczny to cigg liczbowy (a,), w ktérym rdznica dwdch kolejnych wyrazéw: r = ay,; — ax
(gdzie k - jest liczbg naturalng) jest stata. r nazywamy rdznica ciggu arytmetycznego. Wyraz n-ty moz-

na obliczy¢ ze wzoru:

a,=a +(n-1)-r

n

lub ze wzoru:
a,=a,, +r
Sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego mozna obliczy¢ wedtug wzoru:
a, +a
— 1 n . n

" 2

A podstawiajgc wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego do wzoru na sume jego n poczatkowych

S

wyrazow otrzymujemy wzor:

_nfa, +a, +(n-1r]
" 2

U

S

+n(n—1)r
2

S, =ha,

n

PRZYKtLADY

1)Oblicz pie¢ kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego majgc podany jego pierwszy
wyrazirdznice:a)a, =2, r=3,b) a, =1, r=-2.

Rozwigzanie:
Nalezy podstawié dane z zadania i pie¢ kolejnych liczb naturalnych od 1 do 5 do wzoru na n-ty wyraz

ciggu arytmetycznego:

a)a, =2
a,=2+(2-1)-3=2+3=5
a;,=2+(3-1)-3=2+6=38
a,=2+(4-1)-3=2+9=11
a,=2+(5-1)-3=2+12=14

b)a, =1
a,=1+(2-1)-(-2)=1-2=-1
a,=1+3-1)-(-2)=1-4=-3
a,=1+(4-1)-(-2)=1-6=-5
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a, =1+(5-1)-(-2)=1-8=—7
2)Wyznacz réznice ciggu arytmetycznego majac podane jego pierwszy wyraz i ktérys z kolei: a)a, = 2
,a;=10,b) a, =1, a,, =-35.

Rozwiqzanie:

Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego: a, =, + (n —1) - I . Podstawiamy dane z
zadania i obliczamy r:

aAa,=a,+0G-)r=10=2+41r = 4r=8 = r=2.

b)a,=a,+10-1)-r = -35=1+9-r = 9r=-45 = r=-05.

3) Wyznacz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego majac podang jego rdznice i jeden z jego wyrazow:
ar=3,a,=9,b) r=-5, a, =-10.

Rozwigzanie:
Réwniez korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego: a, =@, +(n—1)-r. Podsta-

wiamy dane z zadania i obliczamy @, :
a)a, =a,+(4-)r = 9=a,+3-:3 = a =0.
b)a, =a, +(6-1)-r = —10=a,+5-(-5) = a, =15.

4)Podaj wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego wiedzac, ze: @, = 2, r=35.

Rozwigzanie:
Ogodlny wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego ma postac: a, = a, + (N—1)-r. Podstawiajac da-

ne z zadania otrzymujemy wzér: @, =2+ (n—1)-3,5.

5)Oblicz sume n kolejnych poczatkowych wyrazéow ciggu arytmetycznego wiedzac, ze:

a)a, =1, r=4,n=15,b)a =2, r=-5, n=10.

Rozwiqzanie:
Po prostu podstawiamy dane z zadania do wzoru na sume n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu
n(n-1)
arytmetycznego: S, =na, +T r.
15(15-1
a) S, 215-1+¥4 = 5, =15+15-14.-2 = S, =435.

b) 810=10-2+w(—5) = S,,=20+5-9-(-5) = S,, =—205.

6)Wyznacz réznice ciggu arytmetycznego wiedzgc, ze: @, =3, Sy = 63.

Rozwiqgzanie:
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Korzystamy ze wzoru na sume npoczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

Lnin-1) 66-1, 63:6-3+@r — 63=18+3-5-r

S, =ha

n

r = Sg=6-a +

= 15r=45 = r=3.
7)Sprawdz czy podany ciag jest arytmetyczny: a)a, =3n+2,b)a, =3".

Rozwigzanie:

Aby sprawdzié czy podany cigg jest arytmetyczny, nalezy obliczy¢ réznice dwdch kolejnych wyrazéw
tego ciggu. Jezeli réznica jest stata dla kazdego N € N to ciag jest ciggiem arytmetycznym, w prze-
ciwnym wypadku nim nie jest.

a)a,=3n+2,a,, =3(n+1)+2
a,,—a,=[Bn+)+2]-[83n+2]=3n+3+2-3n-2=3
Rdznica jest stata dla kazdego N € N, wiec ciag jest arytmetyczny.
b)a, =3", a,,, =3"

a,, —a, =3"_-3"=3".3-3"=3"(3-1)=3"-2

Rdznica nie jest stata, dla kazdego N € N przyjmuje inng warto$¢, wiec ciag nie jest arytmetyczny.
ZADANIA

1. Oblicz pie¢ kolejnych poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego majac podany jego pierwszy
wyraz i réznice:
a)a, =1, r=4,b)a, =35,r=25,c)a =-2,r=5,d a =-5r=-2,¢e)a =4,
r=-4,f)a =-1,r=15,g)a =-05,r=05,h)a, =6, r=10.

2.  Woyznacz réznice ciggu arytmetycznego majgc podane jego pierwszy wyraz i ktérys z kolei:
a)a, =1,a,=6,b)a, =25, a,=25,c)a =5,a,=9,d a =14,a,=22,¢)
a, =-b5,a,=-14,f) a, =-1, a,; =21.

3.  Wyznacz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego majgc podang jego rdznice i jeden z jego wyra-

z6w:
ajr=2,a,=5,b)r=-3,a,=45,¢)r=25,a,=6,d) r=-03, a, =46,¢) r=0,6,
1 2
a,=15,f)r==,a, =6—.
: 3°° 73
4. Podaj wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego wiedzac, ze:

3 1 4 2
a)al=5, I’=3,b) a1:3z, I‘:E,c) a]_:—Zg, r:—g,d) al:6, I’=0,l,e) a,l=0,

1
r=2,f a =1, r=g.

5. Oblicz sume n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wiedzac, ze:
a)a, =6,r=2,n=6,b)a, =25,r=05,n=10,c) a8, =0, r=15, n=15,d) a, =2,
r=-3,n=22,e)a, =7, r=-4,n=17,f)a, =25,r=2,n=26.

6. Wyznacz rdznice ciggu arytmetycznego wiedzgc, ze:
a)a, =0, Sy=45,b) a, =2, S5,,=135,¢c) 8, =-2, S,,=0,d) a, =1, S, =24, ¢)
a=35,=-2,fa =-1, S, =-15.
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7. Sprawdz? czy podany ciag jest arytmetyczny:

a)a,=5n+2,b)a, =n*+2n+4,c)a, =6n°d)a, =

2n-1

,e)a, =4-n,f)

8. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktdre przy dzieleniu przez 3 dajg reszte

a,=2"-1.
1.
Odpowiedzi

1. a)a=la,=54a=9a,=13 a=17;

1 1 1
b)a, =3—,a,=6,a,=8—,a,=11 a, =13—;
)& > a, 8 5 ES >

c)a=-2a=3 a=_8 a,=13 a,=18; d) a =-5a,=-7,a,=-9, 4, =-11, a, =-13;

e)a =4,a,=0a=-44a=-8 a =-12; f)a =-1 a2=%, a, =2, a4=3%, a; =5;

1 1
g) al:_E’ aZZO, agzzi a4
2. a)r=1; b)r=25:

3. a)a=3; b)a=165;

4. a)a,=3n+2;

e)a,=2n-2;

5. a) S4=66; b)S,=47,5;
6. a)r=1; b) r

7. a)tak,r=5; b)nie;
a, =10, r=3,n=30, a,, =97 = §,, =1605

o

Cigg geometryczny

f)a,=—n+—.

:1,a5:1%; h) a, =6, a, =16, a, =26, a, =36, a, =46.
c)r=2; d) r=0,2; e) r=-3; f) r=1.
c)a, =-9; d)a, =6,1; e)a =13,8; f)alz4%.

2 1
a,=——n-3—; d) a,=0,In+5,9;
) &, sz ) &,

¢) S, =157,5; d) S,, =—737; e) S, =-425; f) S, =1300.

1 23 3

c)r:i; d) r=3=; e)r=——; flr=—.
19 3 21 5

d) nie; e)tak,r=-1; f)nie.

Cigg geometryczny (postep geometryczny) to ciag liczbowy (a,), w ktérym iloraz dwéch kolejnych

a
wyrazow: ( = —k (gdzie k - jest liczbg naturalng) jest staty.  nazywamy ilorazem ciggu geome-
q

k-1
trycznego.

n-ty wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie g mozna obliczy¢ ze wzoru:

lub ze wzoru:

a, =a,-q

n-1
n

a,=a,,-q

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest réwna:
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przy zatozeniu,zeg#1(dlag=1,S,=a;- n).
PRZYKtADY

1) Oblicz cztery kolejne wyrazy ciggu geometrycznego wiedzac, ze: 8, =2, q =4.

Rozwiqzanie:
Nalezy podstawié dane z zadania oraz liczby naturalne od 1 do 4 do wzoru na n-ty wyraz ciggu geo-

metrycznego: @, =a, -q" .

a =2
a,=a,-9""=2-4"=2.4=8
a,=a-9""=2-4"=2.16=32
a,=a,-q*"=2.4°=2.64=128.

2) Oblicz sume n kolejnych poczatkowych wyrazdw ciggu geometrycznego wiedzac, ze: @, =3,
q=5,n=3.

Rozwigzanie:
Nalezy skorzystaé ze wzoru na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego:

Sh=8 -9
1-q
Podstawiajac dane z zadania do powyzszego wzoru otrzymujemy:
s, —a 170 g 125 517125 5 =124 5 4 g5
1-q¢ 1-5 -4 -4

3)Sprawdz, czy podany ciag jest geometryczny: a)a, = 3", b) a, = 3n.

Rozwiqzanie:

Aby sprawdzi¢ czy podany cigg jest ciggiem geometrycznym nalezy obliczy¢ iloraz jego dwdch kolej-
nych wyrazéw. Jezeli iloraz jest staty dla kazdego N € N to ciag jest ciggiem geometrycznym, w prze-
ciwnym wypadku nim nie jest.

a)a, =3"
anJr]_ B 3n+1 B 3n 3 _3
a, 3" 3"
lloraz jest staty dla kazdego N € N, wiec podany ciag jest geometryczny.
b) a, =3n
Ay _ 3(n+1) _ n+1:E+1:1+1
a 3n n n n n

n

lloraz nie jest staty, dla kazdego N € N przyjmuje inng warto$é, wiec ciag nie jest geometryczny.
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ZADANIA

1) Oblicz cztery kolejne wyrazy ciggu geometrycznego wiedzgac, ze:
a)a, =2,0=2,b)a, =0,q=3,¢) a, =1, qzé,d) a, =-05, qzé,e) a, =03,
q=-01,f) a, =4, q=%.

2) Oblicz sume n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego wiedzac, ze:

a)a, =1,q=2,n=6,b)a,=02,9g=4,n=4,c) a, =0,75, qzé, n=10,d) a, =-13

1 1
,0=0,n=9,e) a =§, q=§, n=3,f)a =2, q=10, n=5.
3) Sprawdz, czy podany cigg jest geometryczny:
_2n+2 _\/§n _5 _4 2n _1 _5n
a) a, = ,b)a, =(3)", ¢ a, _3—n,d) a,=4n+2",¢e) a, _ﬁ'f) a, = =
4) Znajdz trzy liczby tworzace cigg geometryczny wiedzac, ze suma tych liczb jest réwna 38, a iloczyn
1728.

Odpowiedzi
1. a)a=2,a,=4,a,=84a,=16; b) 8, =0,a,=0,a,=0,a,=0;
C) =1 a —l —1 a —i- d) —_1 a —_l —_E a —_i-
A=H& =& =g AT R R T Y
9 27
e) a, =0,3; a,=-0,03; a, =0,003;a, =—-0,0003; f) a, =4, a, =3,a3=Z,a4=E;
3069 13
2. S.=63; b)S,=17; S,=——; d)S,=-13; S, =—; f) S, =22222.
a) 6 ) 4 C) 10 2048 ) 9 e) 3 27 ) 5

3. a)b)c)f)tak; d) e) nie. 4. Te liczby to: 8,12 18.
Szereg geometryczny

Jezeli (a,) jest nieskoriczonym ciggiem geometrycznym, w ktérym |q| <1, to istnieje suma szeregu
geometrycznego:

a

1-q

S=a +a,+a;+..=
PRZYKLADY

1
1)Oblicz sume szeregu geometrycznego: 5+1+ g +....

Rozwiqzanie:
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Aby obliczy¢ sume szeregu geometrycznego nalezy najpierw ustali¢ jego pierwszy wyraz i jego iloraz —

a 1
w tym przypadku @, =5, (= -2 = g Teraz podstawiamy do wzoru na sume wyrazéw szeregu

al
geometrycznego: S = &4 __ 5 _5_5B
y S e R
5 5
ZADANIA

1. Oblicz sume szeregu geometrycznego:

a)l6+4+1+...
b) 242 +1+...
c)9+3+1+...

d)1+1+1+....
2 4

2. Oblicz sume szeregu geometrycznego, majac podane @, i Q:

3 1 1
a)a1:2,q=Z, b)alzg,qzo,l, c)alzl,q=ﬁ, da=509=—.

o[

Odpowiedzi
1. a)S=6—;; b) S=4+22; c)S=13%; d) S=2.
10 5
2. S=8; b) S="—; S=2+42; d) S=>(5++5).
a) ) - c) +2 ) 4( \/_)

IX. Funkcja wykladnicza
Definicja
Funkcje f okreslong dla danego a >0 wzorem
x— f(x)=a"
dla wszystkich liczb rzeczywistych X, nazywamy funkcjg wyktadnicza.

Wykres funkcji wyktadniczej nazywamy krzywa wyktadnicza. Rozrézniamy trzy przypadki
funkcji wykfadniczej, w zaleznosci od podstawy a.

1. a>1; woéwczas dla dowolnych X;,X, €R, jezeli X, <X, to a™ <a’®, wiec funkcja
wyktadnicza jest rosngca (rys. 5a).
2. a=1; wéwczas dla kazdego X € R y =1" ma wartoé¢ 1. Wykresem jest linia prosta

réwnolegta do osi 0X (rys. 5b).
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1 1
3. 0<a<l;istnieje liczba b >1, taka, ze a = B,ax = F; z punktu 1 wynika, ze X —b* jest funk-
cja rosnacy, wiec X — a* jest funkcja malejacg (rys. 5¢).
Wtasnosci funkcji wyktadniczej

a. Funkcja wyktadnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie, tzn.

/\/\ a*>0

xeR  a>0

b. Dla a#1 funkcja wyktadnicza jest funkcjg réznowartosciowa

/\ /\ X =X, >a" #a®

a>0,a#1 x;,%€R
c. Funkcja X = a*, jest rosngca dlaa >1, malejgcadla O<a<1;statadla a=1.
d. Podstawowg wtasnos¢ funkcji wyktadniczej wyraza zwigzek

a“™ =a"-a%, tzn. T(X,+%,)="F(x) f(x,).

Rys. 5. Wykresy funkcji wyktadniczej
Rownania wyktadnicze

Rownaniem wyktadniczym nazywamy réwnanie, w ktorym niewiadoma wystepuje w wyktadniku
potegi.

Przypominamy sposoby rozwigzywania réwnan wyktadniczych, ktére mozna sprowadzi¢ do postaci
af® =g

gdzie f(X) i g(X) oznaczajg wyktadniki poteg. W rozwigzaniu tego réwnania opieramy sie na wta-

snosci b) funkcji wyktadniczej (réznowartosciowosé), z ktorej wynika, ze
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a'™=a%" < f(x)=g(x)
czyli mozemy ,,opusci¢” podstawy poteg.

PRZYKtADY

1) Rozwigzaé réwnanie 0,125- 428 z(%j .

V2

Rozwigzanie

Idea rozwigzania tego rownania polega na uzyskaniu po obu stronach rownosci tej samej podstawy.
tatwo zauwazymy, ze wspdlng podstawag jest 2.

Zastepujac utamki dziesietne utamkami zwyktymi oraz pierwiastek kwadratowy wyktadnikiem potegi

1
E otrzymujemy

1\"X
E.ZZ(ZX*S) — 1.2_5
8 4

czyli
1\ X
2—3 . 22(2X—8) — (2—2 . 22}
nastepnie
5 —X
2—3+4X—16 — (2_2]
oraz
5
2919 =22 = 4x-19 =§x
stad
38
X=—
3

2)Rozwigzac réwnanie 57 +5* =250,

Rozwiqzanie

52.57" +5%.5-250=0.

Wprowadzamy nowa niewiadoma 5* =t i otrzymujemy réwnanie kwadratowe

%t2+5t—250=0
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ktére ma dwa pierwiastki t; =—50 i t, =25. Otrzymujemy wiec dwa elementarne réwnania wy-
ktadnicze 5 =—-50 i 5* =25 . Réwnanie pierwsze jest sprzeczne, rozwigzaniem drugiego réwnania
jest 2.
1
2

1
X—— X
3)Rozwigzac réwnanie 22 —3 24221 =3 2,

Rozwiqzanie
1 1
Réwnanie przeksztatcamy do postaci 4* —3* -3 2 +4*.27 =3%.32 Aby otrzymac¢ jedng wspdlna

podstawe dzielimy obie strony réwnania przez 4*.

Otrzymujemy
X 1 3x 1
1-2.3242%="_.32
4
nastepnie
X X 1
L (3) L1 (3 g
4 -2 4
32
X X 1
E_ § .i: § ,35
2 \4 1 4
32
stad
X X 1
3_(3) . L,(3) 3
2 4 = 4
32
X 1 X
30
2 \4) 4 2 \4) 4
oraz
1 3
3y 332  (3) (3) 3
— | ==—,cyli| = | =|=| & X==
4 2 4 4 4 2
4)Rozwigzad réwnanie X0 =1,
Rozwigzanie

Rownanie nie jest typowym rownaniem wyktadniczym, gdyz niewiadoma wystepuje nie tylko w wy-
ktadniku potegi, a réwniez w podstawie. Jezeli zatozymy, ze X # 0, wéwczas réwnanie ma rozwigza-
nie dla wyktadnika potegi réwnego zeru, tzn.

XZ

X 7P =0 x"-x-6=0%x=-2,X%,=3.

Okazuje sie, ze liczby —2 i 3 nie sg jedynymi rozwigzaniami réwnania. Poniewaz liczba 1 podniesiona

do dowolnej (skoriczonej) potegi réwna sie 1, wiec kolejnym rozwigzaniem jest X, =1. Ponadto
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wiemy, ze réwniez liczba —1 podniesiona do potegi parzystej réwna sie 1, wiec sprawdzamy, ze

czwartym pierwiastkiem réwnania jest X, =—1.

Nierownosci wyktadnicze

Nierownoscig wyktadniczg nazywamy nierdwnosé, w ktérej niewiadoma wystepuje w wyktadniku
potegi. Rozpatrzymy tylko takie nierdwnosci wykfadnicze, ktére za pomoca nieskomplikowanych
przeksztatcen mozna doprowadzi¢ do postaci

2’ <g9» [ub at® > a9®

gdzie a>01 a=1, a funkcje f(x) i g(x) oznaczajg wyktadniki poteg. Znak < (>) mozna zastgpi¢ zna-
kiem < (=) . Przy rozwigzywaniu nieréwnosci wyktadniczych musimy pamietac, ze funkcja wyktadni-

cza jest rosngca dla @ >1 i malejagca dla 0 <a <1 (wtasnosé b)

2100 <2900 o f(x)<g(x), RICINICON f(x)>g(x)
a>1, O<axl

PRZYKLADY
e (1IN
1)Rozwigzaé nierdwnos¢ > <1.

Rozwiqzanie

Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych X # 0. Aby otrzymaé réwne podstawy po obu

0
stronach nieréwnosci, zastepujemy 1 po prawej stronie przez (Ej

1-x

(1jx (1)‘) 1-x
— <|=| &——>0.
2 2 M

Poniewaz mianownik w ostatniej nieréwnosci jest dodatni (X # 0), wiec mozemy pomnozy¢ przez

niego obie strony nieréwnosci. Otrzymujemy

1—x 1-x>0 Xx<1
— >0 =
V| X #0 X #0

Rozwigzaniem nieréwnosci jest suma przedziatéw (—oo,O)u(O,l).

x—1

2)Rozwigzaé nierdwnos¢ ————< 2.
2% 41

Rozwiqzanie

Po podstawieniu 2* =t mozemy dana nieréwnoé¢ zapisa¢ w postaci
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i
2

<2.

2t+1

Ostatnia nieréwnos¢ jest nieréwnoscig wymierng

1
1t—l 1t—1—2(2t+1) —3(2t+1j N
2 92 <O<:>—<O<:>(—t+1 (2t+1)>0.
2t+1 2t+1 2t+1 2

1 1
Wynika stad, ze t <—2 lub t > 5 czyli 2 <2 lub 2% > 5 Nieréwno$¢ pierwsza jest sprzeczna

funkcji wykfadniczej), natomiast druga nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych.
ZADANIA

1. Naszkicowad wykresy funkcji:
a) y=3"1,b) y=3“+1,¢) y=31,d) y=-3"-1,e) y=3",f y=3", g y=-3".

2. Rozwigzad rownania:

x-1
a) 25X—8 =4X—3, b) 5X—4 _ (\/§)2—3X, C) 3x2+2 =33X, d) 16)(2 :644X76' e) [%) (gj :g’

f) 5)(72 . 25X+3 — 25' g) 3)(74 . 27372)( — 93X73, h) (2_17 . ng — 33X—4, |) 9‘3X*1‘ — 38X—2'

j) 2¢*.5*=200.
3. Rozwigzac¢ rownania:
a) 2°'? —2* =48, b) 5%** +5* =650, ¢) 5-3* —3"? +108=0,
d) 2-81% —3"% 92280, ¢) 2.5 =200, f) 9 =32,
4. Rozwigzac¢ réwnania:

Jx-1
a) 3“1 49% =108, b) 4% —17-4* +4=0,c) 47 -5.4 2 11=0,

d) 4X+m _5_2X—1+\/E — 6, e) 7.3X+1 _5X+2 =3X+4 _5X+3’ f) \/F — X\/;

g) x2-2X+1+2X‘3+2:x2-2X‘3+“+2H,h)( 2—@] +( 2+J§) =4,

. L , : 2_mx+0,5m-L5 L iy
5. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 0,5 ™M = \/g ma dwa rézne

pierwiastki dodatnie?
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6. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie m-2* +27 =5 ma jedno rozwigzanie?

7. Rozwigzaé nieréwnosci

x-3

4
a) 3* <+/3, b) (2X+1)2 <16, c) 232 >%, d) (0,5)"2 . Q2x+2 >6_];1' e) 372

(x+2)?-5x 5
f[(2)875% 25 ) pms_gx 15 [ L B EA (2 +x+1) <1,
5)2+5x 4 2 4

l—x_ X
i) wgo' k) 5* +
2" -1 2-5*

> 0 , |) 2x+2 _2x+3 _2x+4 > 5x—l _5x+2'

Hx?-2"+x-21>0.

Odpowiedzi
3+

=l
w
W

Z-a)g;b)Z;C) 2,1; d) 3; e) ;f) =5 el h)21; i)%: j)2.

2
2
3.a)4,b)1,c)3,d)1,e)2,f)7.
3 1.1
4.a) 2; b) -11;¢)1; d) E;e) -1; ) 14; g _EIUbEIUbXZS; h) —2,2.
2
5. §<m<2lub m>6.

6. m=0lub m:%.

7.a) X<0lub x>8; b) x<1; ¢) x<§|ub x>%; d) —2<Xx<4; e) 3<x<4;

f) x<-2lub X>—§;g) X<0; h) x<=21lub x>3; i) Xx<-1;j) x<0lub x>1;

k) Xx>1lub x<log;2;1) Xx>0; t) x<-0,5lub x>0.
Wybrane zadania maturalne
~2x%-3x+2
2
1. Dane s3 funkcje f(X)=3"i g(x) = (5) . Obliczy¢ dla ktérych argumentéw X wartosci
funkcji f sg wieksze od wartosci funkcji g .

2. Wyznaczy¢ wartosci parametru M, dla ktérych réwnanie m-4* +22* +m-2*? +1=0 ma jedno
rozwigzanie.

Odpowiedzi:

L XE(_4,%} 2. me(—o0,-2)U -1},
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X. Funkcja logarytmiczna
Pojecie logarytmu

Logarytmem liczby X > 0, przy podstawie a(a >0ia =1) nazywamy wyktadnik potegi, do ktdrej

nalezy podniesé a, aby otrzymaé x. Zatemdla a>0ia=1
y=log,x<a’=x,
gdzie: a — nazywamy podstawe logarytmu, natomiast x — liczbg logarytmowana.
Definicja funkcji logarytmicznej
Funkcje f okreslong w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich wzorem
x— f(x)=log, X,
gdzie a>0 i a#1 nazywamy funkcjg logarytmiczna.

Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna sg wzajemnie odwrotne. Wykres funkcji logarytmicznej
mozemy otrzymacé z odpowiedniego wykresu funkcji wykfadniczej przez symetryczne odbicie wzgle-
dem dwusiecznej kata | i Ill ¢wiartki uktadu wspdtrzednych OXY.

Witasnosci funkcji logarytmicznej
a. Zbiorem wartosci funkcji logarytmicznej jest zbiér liczb rzeczywistych.

b. Funkcja logarytmiczna jest funkcjg réznowartosciowa:

/\ X, # X, = log, x, #log, X,

a>0,a#1 x,%>0

c. Funkcja logarytmiczna jest rosngca dla @ >1, natomiast malejgcadla 0 <a <1 (rys.6)

Vi Yk

Rys. 6. Wykresy funkcji logarytmicznej

Podstawowe wtasnosci funkcji logarytmicznej, ktorych znajomos¢ konieczna jest przy rozwigzywaniu
rownan i nierownosci logarytmicznych.
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Twierdzenie

a) /\ /\ log, (4-x,)=log, x +log, x,,

a>0,a#1 X,%>0

b) /\ /\ Iogaxﬁzlogaxl—logaxz,
2

a>0,a#l x,x,>0

c) YAWAN log, x“ =k -log, X,

a>0,a#1 keR

d) VANAWAN Iogax:IOng

a>0,a#l b>0,b#1 x>0 |ogb a

Roéwnania i nierownosci logarytmiczne

Rownaniem logarytmicznym (nieréwnoscig logarytmiczng) nazywamy réwnanie (nierdwnosc), w kto-
rym niewiadoma wystepuje w liczbie logarytmowanej lub w podstawie logarytmu.

Przy rozwigzywaniu réwnan logarytmicznych opieramy sie na wtasnosci funkcji logarytmicznej (réz-
nowartosciowosc), z ktérej wynika, ze dla @a>0 i a#1 oraz f(X)>0i g(x)>0

log, f(x) =log, 9(x) = f(x)=9(x).

Rozwigzujac nierdwnos¢ logarytmiczng postaci log, f(x) <log, g(x) (Ioga f(x) >log, g(x)) musimy
pamietad, ze funkcja logarytmiczna (tak jak funkcja wyktadnicza) jest rosnaca dla @ >1 i malejgca dla
0<a<1 (whasnosé c) funkcji logarytmicznej)

F(x)>g(x)

f(x) <g(x)
>1 O<axl

log, f(x)<log, g(x)@{ log, f(x)<log, g(x)@{

przy zatozeniu, ze f(x)>0, g(x)>0,a>0,a=1.
PRZYKtADY
1)Rozwigzaé réwnanie log, (3—Xx)+log, (1—x) =3.

Rozwiqgzanie

Okresdlamy dziedzine réwnania

3—x>0
= x<l
1-x>0

Nastepnie dane réwnanie przedstawiamy w postaci

log,[(3—x)(1-x)]=3.
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Z definicji logarytmu wynika, ze (3—X)(1—x) =2°, stad x*> —4x—5=0. Rozwigzaniem ostatniego
réwnania sg liczby X, =5, X, =—1. Z okreslenia dziedziny danego réwnania logarytmicznego wynika,

ze rozwigzaniem jest X =—1.

5
—+ =
1+logx 3-logx

2)Rozwigzaé réwnanie

Rozwiqzanie

Okreslamy dziedzine réwnania: X>0; 1+logx=0; 3—logx # 0. Z nieréwnosci tych wynika, ze

1
x>0, Xx# 0 X #100 . Mozemy wprowadzi¢ nowa niewiadoma log x =t . Otrzymujemy réwnanie
wymierne

1

5
1+t 3-t

Po pomnozeniu przez wspdlny mianownik (1+t)(3—t) i wykonaniu przeksztatcen, otrzymujemy

réwnanie kwadratowe
3t2-2t-1=0,

1
/10

1 1
ktérego pierwiastkami sa liczby t; = 3 it,=1,zatem logx = -3 i logx=1,stad X, = i
X, =10.
3)Rozwigzac réwnanie (X+1)°9*" =100(x+1).

Rozwiqzanie

Rownanie to jest szczegdlnym przypadkiem rdwnania postaci
log, g(x)
[F QI =h(x),

ktore rozwigzujemy przez logarytmowanie obydwu stron przy podstawie a (przy odpowiednich zato-
zeniach). Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych, spetniajacych nieréwnosé¢ X+1> 0, czyli
X>—1.Dla X >—1 obie strony réwnania sg dodatnie, wiec mozemy je obustronnie zlogarytmowaé
przy podstawie 10

log(x +1)"°** = log[100(x +1)].
Korzystajgc z wtasnosci logarytmoéw otrzymujemy
log(x+1)-log(x+1) =1og100 + log(x +1).
Wprowadzajgc nowa niewiadoma log(x+1) =t, otrzymujemy réwnanie kwadratowe

t2 =2+t, czyli t? —t—2=0,
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ktdrego pierwiastkiem sg liczby t, =—1i t, =2. Stad mamy
log(x+1) =-1i log(x+1) =2

czyli
X+1=10" oraz x+1=102

wiec

Xx=-0,99 i x=99

4)Rozwigza¢ rownanie log, X +109,; X =109, J3.
5
Rozwiqzanie

Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych X > 0. Korzystamy ze wzoru na zamiane podstaw
logarytmoéw

|0g25X= |095X :IOQSX, IoglJ_:M:_k)gsﬁ_
|09525 2 s |095*
5

Po podstawieniu tych zwigzkdw réwnanie przyjmuje postac

log. x + I0925 X = —log, /3,

stad
3
EIogg.)x:—logsx/§,
nastepnie
log x——glog /3 oraz log, x = log (\/§)7§ czyli log; x=1log L
5 3 5 5 5 » czy 5 5%@
stad

5)Rozwigzaé nieréwnosé log,, ., X* <1.

Rozwiqzanie
Dziedzing nieréwnosci jest zbidr x spetniajgcych uktad nieréwnosci
X #0,
2Xx+3>0< XE(—%,—].)U(—LO)U(0,00)..

2X+3#1,
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Poniewaz niewiadoma wystepuje w podstawie logarytmu nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

x* <2x+3
1. log,, ., x> <1< log,, ., X* <log,, ., (2x+3) < SEXTS  1<x<3.
2X+3>1

X2 >2x+3 3
——<X<-1.

2. lo x> <1< lo x? <lo 2X+3) < o
Ooxs3 (S P Jaxes ) {O< oxt3<1 >

3
Z przypadkow 1.1 2. wynika, ze X € (—E,—lj u(—l, 3). Uwzgledniajac dziedzine nierdwnosci osta-

tecznie otrzymujemy zbidr x spetniajagcy dang nierdwnosé postaci:

(_g,—l)u(—l,o)u(o’?’)'

1)0%0¢D
6)Rozwigzaé nieréwnosé (EJ >1.

Rozwigzanie

Dziedzina nieréwnosci jest zbidr x spetniajacych nieréwnosé: X2 —1> 0, stad X € (— oo,—l)u(l, oo).

Dang nieréwnos¢ logarytmiczno-wykfadniczg mozemy przedstawié w postaci

[1jlogz(xz—l) (1]0
— > — | .
2 2

Nastepnie otrzymujemy rownowazng nieréwnosé logarytmiczng IOQZ(X2 —1)< 0, ktéra z kolei mo-

zemy zapisa¢ w postaci
log, (x* ~1)<log, 1,

stad
x?-1<1

czyli

x2—2<O©(X—\/§)(X+\/§)<O<:>Xe(—\/i,«ﬁ).

Ostatecznie uwzgledniajgc dziedzine danej nierdwnosci, zbiorem rozwigzan jest suma przedziatéw

(V2-1)u(2v2).
ZADANIA
1. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji (a >0,a ;tl):

7

a) y:Ioga(x2—4), b) y:Ioga(x3—8), c) yzloga(BX—27), d) y=log,|x
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e) y= Ioga 23 f)y Iog3{1—logl(x2—5x+6)},g)y: /Iogf(x—s)—l.
3 2

2. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

a) y=

=log, x*, ¢) y=log,(1-x),d) y=

=log, (x+1),

2

f) y=1+log, x

3. Korzystajac z definicji logarytmu rozwigzaé réwnania:
a) log_;[log,(log, x)]=0, b) log, 5 4=2, c) log,_,,(9—x*) =3,
d) Iogs[log4(logzz(x—4))] =0, ¢e) log,(9-2")=3—x.

4. Rozwigzac réwnania

a) Iog(x2 —7x+12)= log(x—3)+2, b) logv/x—5 +log~/2x—3 =log30-1,
c) log, (x+3)-log,(x-1) =2-log,8, d) log, {2log, [1+log, (1+3log, X)]} =

5. Rozwigzaé réwnania:

a)%=l

b) log”(100x) +log”(10x) = 14 + 1ogl
x

c) log, (9x%)-logs x = 4

d) xlogﬁ(x—Z) -9

e) xlog3x =9

f) log, 2x+1log, 2a =1, a — parametr

2 1
g) +
l1+log,x 5-log,x

6. Rozwigzaé nieréwnosci:

a) log,(x+2) <3, b) log, (3x+5) <2, ¢) log,[x—2/>1, d) log,, (x* —5x+6) <1,

3

log(4—x) -2 1 1
1,f) lo 1, g) log(3x+4)x*> >1, h + <1,
|Og(2— )< ) g(x_g) X — 4> g) g( ) )

logx 1-logx
7. Rozwigzac nieréwnosci:

e)

a) log, x <
log, x—1

b) log; x +log s x+log, x <6
3
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c) log, (x* —x*-2x)<3
d) Iog‘x‘(\/g—x2 —x—ljzl

e) 210g2_x(x2+8x+15) <25

f) logx—_1 <3
x+1

g) logs x +log_ % < logs x(2 ~ log; x)

log, x

Odpowiedzi

l.a) X<—2X>2; b) X>2;¢c) Xx>3;d) x=0;e) (-3;2); 8) (3,

N~

>u<5,oo).
3.a)8;b)5;¢c)1lub2;d) 6;e) Olub 3.
9
4.a)104;b)6;c)5;e)X:4;f)E.
5.2) x=0, b) x, =vV107, x, =10, ¢) xl=$,x2=3, d) x=5,

=32

e) x, x2=3‘5, f) x=a;x,a>0; x,a=1, g x, =16, x, =64.

6.a) (~2,24); b) x> %; c) x<—2lub x>6; d) (O,%)u(l,Z)u(B,G); e) (2,3)u(3,4);
f) (4,4+\/§),- g) (—g,—lju(OA); h) (0,1) U (10;00).

7. a) 0<x<% lub 2<x<4, b) 0<x<27, ¢) x>2, d) —v8<x<I Iub

1<xS\/4_i__1, e) —4<x<-1, t)x<—13—5 lub x>%,

g)0<x<L lub 1<x<3.

NG

XI. Funkcje trygonometryczne
Funkcje trygonometryczne dowolnego kqta

Niech & oznacza dowolny kat skierowany. Obieramy prostokatny uktad wspétrzednych Oxy tak, aby
poczatkiem uktadu byt wierzchotek kata & oraz by jedno jego ramie zawierato sie w dodatniej pétosi
OX (rys. 1). Na drugim ramieniu kata obieramy dowolny punkt P(X,y) rézny od poczatku ukfadu

wspotrzednych. Niech I oznacza odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspdtrzednych,
r=|OP|=x*+y?.
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Funkcje trygonometryczne kata « definiujemy w nastepujgcy sposob:

sing =

- —
ot CoOSa =

=|x =<

=L/

tgazl,x;to,
X

ctgazi,y;to.
y

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Miara tukowa kgta nieskierowanego.

Miara tfukowa kata nieskierowanego nazywamy stosunek dtugosci tuku, bedgcego czescig wspding
obszaru kata i dowolnego okregu zakreslonego z wierzchotka kata, do promienia tego okregu (rys.
7a).

Rys. 7. Miara tukowa
Jednostkag miary tukowej kata jest radian (w skrécie rad.).
Radian jest to kat oparty na tuku, ktdrego dtugos¢ rdwna sie promieniowi (rys. 7b). Kat petny jest

2rr
oparty na tuku dtugosci 2z r (r-promien), wiec miarg tukowa kata petnego jest L, czyli 27 ra-
r

dianéw. Poniewaz 360° =27 rad, wiec 180° = rrad, 90° =%rad ,45°="rad, 1°= " _rad,

180°
Va

1rad=( jz57°17'44“.
Niech X bedzie dowolng liczbg rzeczywistg. Wéwczas istnieje liczba catkowita K i liczba rzeczywista
I takie, ze X=2kz+r, 0<r <2x.Istnieje réwniez kat & , ktérego miarg fukowa jest I .

S5z 31
——r

Np. X:§ﬂ24-27z'+5—ﬂ-,czyli r=—; X= :—3-27z+E'7r,czyli r:Eﬂ.
3 3 3 7 7

Sinusem liczby X = 2X7 + I nazywamy sinus kata skierowanego « , ktérego miarg tukowa jest r.
Analogicznie definiujemy pozostate funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej X :
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sinx=sine,

COSX =C0Sa,
tgx=tga,

ctgx=ctga,

gdziea:[@) , XeR

T

Podstawowe zwiqzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

sin?x+cos’x=1, Xe R

tgx="% "y (2k+1) %, keC
COS X 2
ctgx—ﬂ, x#zkz, keC
sin

tgx-ctgx =1, x;tk-%, keC.

Funkcje trygonometryczne sg okresowe. Okresem podstawowym funkgji sinus i cosinus jest 27, a

okresem podstawowym funkcji tangens i cotangens jest 7 :

sin(x+2kxz) =sinx, tg(x+kz)=tgx,

cos(x +2kx) =cosx, ctg(x+kz)=ctgx, keC

Wykresy funkcji trygonometrycznych przedstawione sg na rysunku 8.

¥ = sinx

y=tgx

j — :
3 b 4 i =T
- - A :
A LT 3 s :

¥ = cosx

y=ctax

¥

Rys. 8. Wykresy funkcji trygonometrycznych
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Funkcja cosinus jest funkcjg parzystg natomiast funkcje sinus, tangens i cotangens sg nieparzyste:

cos(—Xx) =cos X, sin(—x) =—sin x,
tg(—x) =—tgx, ctg(—x) =—ctg x.
Funkcje sinus i cosinus sg funkcjami ograniczonymi, tzn. dla X € R:

sinX| <1< —1<sinx<1,

lcosx| <1< —1<cosx<1.

Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy argumentow

Dla dowolnych X,y € R prawdziwe sg wzory:

sin(x+ y) =sin Xxcos y + cos xsin y,
sin(x—y) =sin xcos y —cosxsiny,
CoS(X + y) =C0S XCOS y —sin xsiny,
COS(X — y) =C0S XCOS Yy +sin xsin y.

Na podstawie podanych wzoréw mozemy wyprowadzi¢ wzory na tangens i cotangens sumy i roznicy

argumentow X,V .

X+ Yy # (2K +1)%,

9x+1gy 4,

Np. tg(x+Y) :1—tgxtg y

x¢(2m+1)%,

y¢(2n+1)g,k,m,nec

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

Dla dowolnych X,y € R prawdziwe sg wzory:

sinx+siny = Zsin%cosx;zy,

ﬂsin%,

COSX +COS Y = Zcosﬂzycos%,

ﬂsinx;zy'

sinx —siny =2cos

COSX—COS Yy =—28in

Wzory redukcyjne

Za pomocg wzordéw redukcyjnych mozemy wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego

T
kata przez wartosci funkcji trygonometrycznych kata, ktérego miara nalezy do przedziatu <O,E>.

Wzordéw redukcyjnych jest 28.

Kazdy z tych wzordéw jest postaci (reguta redukcyjna):



f(n~%ixj:ikf(x),

gdzie
f oznacza funkcje trygonometryczng, natomiast kf oznacza kofunkcje danej funkcji trygonome-

trycznej (kofunkcjg funkcji sinus jest cosinus, kofunkcjg funkcji cosinus jest sinus, ...),

e{1 23 4}, X€<O,%>.

Zasada reguty redukcyjnej:
l.jezelin=21lub 4 to f i kf sgtymisamymifunkcjami, jezeli n=1lubn =3 to funkcja f zmienia
sie w kofunkcje (np. tangens na cotangens)
V4
2. warto$¢ kf (X) poprzedzamy znakiem + lub — w zaleznosci od tego, czy f(nEi Xj jest dodat-

nia czy ujemna (znak funkcji trygonometrycznej w danej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych)

PRZYKLADY
a) sm( szcosx,
b) cos(7z + x)=cos(2 —+xj —COS X,
tg[——xj ctgx,
d) ctg(27z—x)=ctg(4-%—xj=—ctgx.
ZADANIA

1. Zbudowac¢ kat & wiedzac, ze:
. 1. o
a) Slna=§ i 90° < <180°%;
1 . [o] (o]
b) COSa:—Z i 180° < < 270°;
2 . .
c) c0505=§ isina>0;
. 2 .
d) sina=——=itga>0.
5
2. Wyznaczy¢ X jezeli:
a) COSX:—%,O<X<47Z';
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b) sinx=-1, 2r < x<4r;

c) SinX:—72,0<X<47r;
d) cosx=0, 27 <x<3r.

3. Sprawdz tozsamosci (przy okreslonych zatozeniach):

COSX  sin2x X

1+C0OSX 1+C0S2X -2

’

b) ctgx + sinx__ 1.

1+cosx sinx’

c)

—Ccosx=sinx-tgXx;

COS X
COS X — C0S 3X
d) ———=1g2x;
Sin3x —sin X
tgz(Z+x)—1
e) ———< _=sin2x;
1+19%| Z +x
4
2
L tgzle—Zsinzx;
1+tg° X
sinx+siny =ctgy_x,
COSX—COSY 2
h) COS X + CO0S 3X + COS5X _ctg3x.

sin x +sin3x +sin5x
4. Sporzadzi¢ wykresy funkcji w przedziale (0, 27) :
a) y=1-cosX;b) y=—1+cosx;c) y=1+sinx;d) y=sin2x;e) y:cosl;
f) y=2cosx;g) y=-3sinx;h) y:sin(x+%j; i) y=cos(x—%);
j) y=[sinx].
5. Zbadac, ktdre z podanych funkcji sg funkcjami parzystymi, a ktére nieparzystymi:

a) y=00s2x;b) y=xsinx,c) y=sin’x, d) y=ﬂ

1+sin? x'e) y=xdgx,

f) y =[l+cosx|.



Rownania i nierownosci trygonometryczne
Rdéwnania trygonometryczne

Rédwnaniem trygonometrycznym nazywamy réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje pod zna-
kiem funkcji trygonometrycznych. Na przyktad réwnania

3cosx—1=0, tg2 X—ctgzzsmx sq rownaniami trygonometrycznymi, natomiast rownanie
XSIN X +3C0S X = 2 nie jest réwnaniem trygonometrycznym.

Ogdlna metoda rozwigzywania rownan trygonometrycznych polega na wyrazaniu wszystkich funkcji
wystepujacych w réwnaniu za pomocg funkcji jednego kata, a nastepnie wyrazeniu tych funkcji jedna
funkcja tangensa potowy tego kata.

Zatézmy, ze stosujac wzory trygonometryczne sprowadzilismy dane réwnanie do postaci, w ktérej
wystepuja tylko funkcje sinus i cosinus. Niech f(sin X, COS X): 0 bedzie taka juz przeksztatcong po-

stacig rozwigzywanego réwnania, gdzie f oznacza funkcje, ktérej argumentami sa SIN X i COS X .

Mozemy dokonaé podstawienia

wowczas
_ 2
— . sinXxX=——

1+t? 1+t?

COSX =

Zwigzki te podstawiamy do przeksztatconej postaci rdwnania trygonometrycznego i otrzymujemy

_ 2
f[ 2t2,1 tZJZO
1+t 1+t

Przeksztatcajgc to rownanie otrzymujemy réwnanie algebraiczne o niewiadomej t. Naszkicowana

réwnanie

metoda, aczkolwiek jest ogdlna, posiada jednak istotne wady. Przede wszystkim przeksztatcajac
ostatnie réwnanie mozemy otrzymac rdwnanie algebraiczne wysokiego stopnia, ktdrego rozwigzanie
moze sprawic¢ duzo ktopotédw. W zwigzku z tym w poszczegdlnych przypadkach stosujemy inne meto-
dy rozwigzywania rownan trygonometrycznych.

Najprostszymi réwnaniami trygonometrycznymi sg rownania typu f(X)=a, gdzie f jest jedna z
funkcji trygonometrycznych, X jest zmienng rzeczywistg (niewiadomg), natomiast & oznacza liczbe
dana. Rodwnania postaci sinx=a, cosx =a, tgXx =a, ctgXx =a nazywamy podstawowymi réwnaniami
trygonometrycznymi. Kazde rozwigzanie rdwnania trygonometrycznego sprowadza sie do rozwigza-
nia jednego z czterech ponizszych réwnan: |, II, lll lub IV.

I.sinx=a.
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Rozwiqzanie

Jezeli |a| >1, to réwnanie jest sprzeczne, jezeli |a| <1, wéwczas w przedziale domknietym <_E’_>

2
istnieje dokfadnie jeden kat X, (funkcja X —SIN X jest w tym przedziale rosnaca) taki, ze Sin X, =2a
(rys.9)

¥
1 ﬁ
LY I\. x
- 0 xy; mxy T

Rys. 9. Graficzne rozwigzanie réwnania: Sin X = a
. . . T 37
Ponadto, poniewaz SIn X, =Sln(7Z'—X0), zatem X=7—X, dla xe > )

. 7 3 - . . -
W przedziale —E,Eﬂ o dtugosci 27 réwnanie ma dwa rozwigzania: X=X, oraz X=7m—X,.

Poniewaz okresem funkcji sinus jest 27, wiec otrzymujemy dwa zbiory rozwigzari réwnania
sinXx=a, a mianowicie X =X, + 2Kz lub X=7—X, + 2Kz,

gdzie kK jest dowolna liczba catkowita.

Przypadki szczegdlne

1. Réwnanie SiN X =0 ma rozwigzanie X =K.

. s . T
2. Réwnanie SIN X =1 ma rozwigzanie X :E+2k72'.

3. Réwnoczesnie SiN X =—1 ma rozwigzanie X = —% + 2K .

II. COSX=a

Rozumujac analogicznie, jak w przypadku |, rozwigzujemy to rownanie, przy zatozeniu |a| <1. Otrzy-

mujemy dwa zbiory rozwigzan

X=X, +2K7 lub X=—X, + 2k~
gdzie X, € <0,7T> , k - dowolna liczba catkowita.

Przypadki szczegdlne

. . . . s
1. Réwnanie cos x = 0 ma rozwigzanie x = E + k.
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2. Réwnanie cos x = 1 ma rozwigzanie x = 2k .
3. Réwnanie cos x =— 1 ma rozwigzanie x = (2k + 1)n

gdzie k — dowolna liczba catkowita.

lIl. Rozpatrzmy z kolei réwnanie tg x = a.
T T . . . . , . .
Dla x e(—g, 5) tangens jest funkcjg rosngca, przyjmujacg dowolne wartosci rzeczywiste, zatem

dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje dokfadnie jeden kat x, e(—z, 5) taki, ze tgx, =a, wiec
dane réwnanie ma rozwigzanie x = xo. Z okresowosci tangensa wynika, ze zbidr wszystkich rozwigzan

. . . . . T T . .
rownania Il jest postaci x = x, + km, gdzie x, E(_E’ Ej , k—dowolna liczba catkowita.

IV.ctgx=a
W analogiczny sposdb rozwigzujemy réwnanie ctg x = a gdzie a — dowolna liczba rzeczywista. Zbior

rozwigzan jest postaci x = x, + km, gdzie x,, e(O, n), k — dowolna liczba catkowita.

Liniowe rownanie trygonometryczne

Rownanie postaci: asinx+bcosx=c, gdzie a, b, c s3 danymi liczbami, nazywamy liniowym réwna-
niem trygonometrycznym. Istnieje kilka sposobdw rozwigzywania tego rdwnania, tutaj podamy spo-

sob, w ktérym stosujemy metode ogdlng. Podstawiamy th =t, nastepnie wyrazamy sinus i cosinus

jako funkcje wymierne zmiennej t. Otrzymujemy wtedy réwnanie:

2 1-¢2
t2+b t2 =c,
1+¢ 1+¢

gdzie x # (2k + 1) 7. Po pomnozeniu przez 1 + t > i uporzagdkowaniu wzgledem poteg t otrzymujemy
(b+o)* —2at+c—b=0, gdy b+c#0

Réwnanie kwadratowe ma rozwigzanie, gdy

A =4a* —4(b+c)(c—b) =4(a2 +b> —cz) >0

Wodweczas

t_t_i_a—JZ:_a—Va2+b2—&
LT T hee b+c
. _t_i_a+JZ:_a+Va2+b2—¥
2= " hee b+c
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Jezeli b+ c =0, wéwczas jest to réwnanie stopnia pierwszego i otrzymujemy

c—b
2a

t=t Y
& 2

Ponadto musimy sprawdzi¢, czy x = (2k + 1)x spetnia réwnanie.

Rdéwnania trygonometryczne, ktore mozna sprowadzi¢ do postaci

f,(x) f,(x)...f,(x)=0
gdzie f,(x)oznacza funkcje trygonometryczng (i=1, 2, ..., n).
Sposoby rozwigzywania rownan tego typu zilustrujemy przyktadami.
PRZYKLADY

1)Rozwigzac réwnania:

a) 3tg’x +tgx =0;

b) sinx+sin3x+sin5x =0.

Rozwiqzanie

a) Dziedzina réwnaniax = (2k + l)g . Dane réwnanie przedstawiamy w postaci tgx(3tg” x +1)=0

Stad tgx=0 lub 3‘[g2 x+1=0. Rozwigzaniem pierwszego réwnania jest zbior postaci x=k w, k —

liczba catkowita, natomiast drugie réwnanie jest sprzeczne.

b) Korzystajac z prawa przemiennos$ci dodawania, zmieniamy kolejnos$¢ sktadnikow i stosujemy wzér
na sume sinuséw

(sin5x +sinx)+sin3x =0,

2sin 5X2+ X cos 5X2_ X +sin3x =0,

2sin3x-c0s2x+sin3x =0,
sin3x(2cos2x+1) =0,

stad sin3x=0 lub 2cos2x+1=0.

. 1
Nastepnie rozwigzujemy réwnania sin3x =0  oraz cos2x = Y
. Vs 1 V4 V4
sinx=0, 3x=kz,x= k? C0S 2X =5 COS 2X =—cos§ = cos[z—gj,

2X:i(7r—£j+2k
3
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x=tZtkn
3

gdzie k — liczba catkowita.

2)Dla jakich warto$ci parametru a réwnanie: sinx = asin3x K ma rozwigzanie?

Rozwiqzanie

Poniewaz sin3x=3sinx—4sin’ x, wiec dane réwnanie mozemy przedstawi¢ w postaci
sinx=a- 3(sinx —4sin’® x) , czyli sin x(l —3a + 4asin? x) =0.

Ostatnie réwnanie jest rwnowazne alternatywie réwnan

1.sinx=0 lub 2.1-3a+4asin’> x=0.

Rownanie 1 ma rozwigzania postaci x = k m, k — liczba catkowita, natomiast réwnanie 2 mozemy

przedstawi¢ w postaci 4a -sin® x =3a + 1. Dla a = 0 ostatnie réwnanie przyjmie posta¢ 0-sin” x = —1

. . . .2 a—1 . . .2 1—cos2x .

(rownanie sprzeczne). Dla a # 0 otrzymujemy sin” x = P Poniewaz sin sz,wugc
a
otrzymujemy cos2x = —a . Ostatnie rownanie ma rozwigzanie jezeli
a
1- 1- 1- 1= 1
T<le-1< as1c>( <1i aZ—l)@(aZ—lubaS—lj
2a 2a 2a 2a 3

Nierédwnosci trygonometryczne
Nieréwnoscig trygonometryczng nazywamy nierownos¢, w ktérej niewiadoma wystepuje pod zna-

kiem funkcji trygonometrycznych. Na przykfad

. 1
smx>5, cos’ x +3cosx+1<0.

Przy rozwigzywaniu nieréwnosci trygonometrycznych mozemy wykorzysta¢ oméwione w poprzed-
nim punkcie sposoby rozwigzywania rdwnan trygonometrycznych. NajczesSciej rozwigzanie nieréwno-
Sci trygonometrycznych sprowadza sie do rozwigzania nieréwnosci typu f (x) < a lub f(x) > a, gdzie f
jest funkcja trygonometryczng, x jest niewiadoma, natomiast a oznacza liczbe dana.

Analogicznie, jak w przypadku réwnan trygonometrycznych, nieréwnosci postaci sin x < a (sin x > a), cos x
< a (cos x > a) nazywamy podstawowymi nieréwnosciami trygonometrycznymi. Znak < (>) mozemy zasta-
pi¢ znakiem < (>). Rozwigzywanie nierdwnosci trygonometrycznych zilustrujemy na przyktadach.

PRZYKLADY
1)Rozwigza¢ nierdwnos¢: sinx < 5 .

Rozwiqzanie
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Przy rozwigzywaniu podstawowych nieréwnosci trygonometrycznych wygodnie jest korzystac z ry-

7
sunku. Z rysunku 10a wynika, ze rozwigzaniem danej nierdwnosci jest przedziat (—gn, %], zawarty
w przedziale —Erc, P} o dtugosci 2m. Zbidr wszystkich rozwigzan jest sumg nieskoriczenie wielu

przedziatéw liczbowych otwartych postaci (—%n +2km, %+2kra, gdzie k — dowolna liczba catkowi-
ta.

e, 3
2)Rozwigza¢ nieréwnosé: cosx > -

Rozwigzanie

oA
|
Y
=
I
]
oA
/
)\
=

a) b)

Rys. 10. Graficzne rozwigzania nieréwnosci trygonometrycznych

Rozwigzaniem danej nieréwnosci w przedziale (—m, m) jest przedziat —%<x<% (rys. 10b). Zbior

wszystkich rozwigzan jest suma nieskoriczenie wielu przedziatéw liczbowych otwartych postaci

(—% +2km, g + anj , gdzie k — dowolna liczba catkowita.

3)Rozwigzaé nierdwnosé: cos® x + sinxcosx > 1.

Rozwigzanie

Przenoszac cos® x na prawg strone otrzymujemy

. 2 . 2
sinxcosx>1—cos” x <>sinxcosx =>sin” x.

Pomndzmy obie strony ostatniej nieréwnosci przez 2
2sinxcosx >2sin” x <> sin2x > 1 — cos2x <> cos2x + sin2x > 1

Nastepnie mnozgc obie strony otrzymanej nieréwnosci przez > mamy
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J2

2
——C0S2x +—25in2x >—
2 2 2

A T 2 LT . . 2 L T, . T
Poniewaz cos— =— oraz sin— =—, wiec podstawiajgc za — odpowiednio cos— i sin— do
4 2 4 2 4 4

ostatniej nierdwnosci mamy

V2

T LT
CcOS—cC0s2x +sin—sin2x > —
4 4 2

Do lewej strony stosujemy wzdr na cosinus réznicy
n J2
cos(— - 2x) > —
4 2
- T . . . 2 . L .
Podstawiajac ¢ = Z—2x otrzymujemy nieréwnos$¢ cost 27, ktorej rozwigzaniem jest przedziat

m_T s . . . . . ‘. L, .
—ZSZ—2xs—. Zbidr wszystkich rozwigzan otrzymamy dodajgc do krancéw nieréwnosci 27k,

gdzie k — liczba catkowita

—£+2knSE—2xS£+2kn<:>kn£x££+kn.
4 4 4 4

Rozwigzaniem danej nierdwnosci jest wiec suma nieskoficzenie wielu przedziatéw liczbowych do-

mknietych postaci <k, % +kz>.

COS2X
4)Rozwigzad nieréwnosé <ldla xe(0, 7).

COSX
Rozwigzanie
Dziedzing nieréwnosci jest zbidr x # ER Podstawmy cos2x =cos” x —sin” x i przenieémy 1 na lewg stro-

ne. Mamy

cos” x —sin” x cos” X —sin® x — cos x
—1<0 <
cosx COS X
cos? x — (L—cos? x)—cos x 2cos” x—cosx—1
= <0< <
CoS X CoS X

<> C0S x(ZCos2 x—cosx—1)< 0.

0,

0,

Podstawiajgc cos x = t otrzymujemy nieréwnosc¢ algebraiczng

t(le—t—1)<0.

Rozktadamy tréjmian kwadratowy

2 qeofs 1)
207 —t—1=2(t 1)(t+2

i otrzymujemy nieréwnos$é réwnowazng
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2t(t—1)(t+%) <0<:>t(t—1)(t+%j <0.

Ostatnig nieréwnos¢ rozwigzujemy metodg graficzna.

Vi
T i X
P
Z powyzszego rysunku wynika, ze
1 1
tt-)t+=-|<0&t<—— lub O0<r<1
2 2
czyli
1
CosSX < —— lub O<cosx<l1
Vi
T 2.
\2 3 ) .
_1
2
-1
1 2 i . . . .
COSX<——<>—NM<X<T oraz 0<cosx<l<0<x< 5 (rys. powyzej). Ostatecznie rozwigza-

. L e . T 2
niem danej nierdwnosci jest suma przedziatéw (O, Ej u(gn, n).

ZADANIA
1. Rozwigzac graficznie réwnania:

a) COS2X =C0SX; b) COSX =SINX; c) tgx=c0s2x; d) sin2x=cosx dla 0<x < 2.

2. Rozwigzad rownania

X \/E 2X

X

a) sin2x=1; b) cos3x:—£; c) COS—=———:;d) sin—=1;¢) tg(z——j:—l;f) COS X = 1
2 2 2 5 4 2 2

3
g) sinbx=1.

3. Rozwigzac¢ réwnania:
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a) sin2x =2cos> x

b) sin3xcos2x =sin5x

c) J3.sinx —cosx =1
d) cosxzcosf—l
2
e) sinx —sin2x +sin3x —sindx =0
. 2 2 . 2 3
f) sin® x + cos” 2x + sin 3x=5

g) 2(1—-sin2x)—5(sinx —cosx)+3=0
h) sinx +cosx=1
i) cosx =cos3x

j) 2sin? x +sinxcosx + 3cos® x =3

k) sinx + \/gcosx =1

. .2
) tgx — s1nx=2sm?x

1-sinx
m) ctgx —cosx = -
2sinx
sinx
n) ctgx+-——=2
1+ cosx

0) cos3x =2(1+cos2x)
p) tgx +tg2x =tg3x

) cos2x
g) sinx +cosx=———
1-sin2x

r) sin5x =sin7x
s) COS X - C0S3X = COS5X - COS 7X

4. Dla jakich wartosci parametru a rownanie ma rozwigzanie:

a) sin® x +cos® x=a
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5. Rozwigzac graficznie nieréwnosci:

a) sinx<cosx, 0<x<2r;
b) cosx>cos(z—x), 0<Xx<7;
c) sinx>sin(z—x), 0<x<r;
d) cosx<tgx, OSXS%;
e) sinx+cosx<0, 0<x<2r
6. Rozwigzac nieréwnosci:
a) COSX<73; b) COSX<—%;C) tgx >—1;d) sin3xcosx—cos3xsinx>%;

e) 2cos’ x —3cos® x—1>0; f) tg2x — ctg2x > ; g) sinx >cCosx.

2
NE)
7. Rozwigzaé nieréwnosci:

a) 425in(7r+><) _2« 4COS(E+X); b) log 1 |:4COS(2X _%j:| <log 13
3

3

8. Wykaza¢, ze dla kazdego x €R i n € N prawdziwa jest nierownos$¢ [sin nx| < nsin x|.

Odpowiedzi
.a) X= k—+( n*-— 53 b X= +27 2k—ﬂ,c)x=§7z(8ki3);d)X=§7r(4k+1);
9 3 4 4
2k
X=r(2k+1);f) x=x=+2kx; x= 2 8
e x=m(2k+1); 3”g) 0 5

3., a) x=2(2k+1),x="+kr,
2 4

b) x:%(2k+1),x:k%, 0 x:k7r+%[(—1)"+1l d) x=7(2k+1),
27 V4 V4 V4

X=—o(6k=x1), e) x=k—,x==(2k+1) f) x==(2k +1),
3( ), €) i 5( ) ) 8( +1)

X:J_r%+k7z, 9) x:ﬂ(2k+1),x:%(4k+l), h) x:2k7r,x:%+2k7r,
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i x=k£ ) x=k +£,x=k  k x=£ 4k+1,x=£ 2k -1,
) 5 ) T+ 7, K) 2( ) 6( )

1) x:2k7z,x:k7z+%, m) X=%+2k72',X:i£+2k7z,

T 5 T T
N X=—+4+2kz,x==7r+2kx,0) x==(2k +1), x=k=,
) 5 7w x=cr+2kn ) 2( ), P) 3

q) X=—%+k7l’,X=2kﬂ', x=—%+2k7r, r x:i%+k%,x:k7r.

kz
S)X=—,X=—o0.
8

4.a) %Sagl;b) 0<a<?

6.a)£+2k7z<X<E'7z+2k7r;b) E71'+2k7z<x<ﬂ7z'+2k7z;
6 6 3 3
O kr-F<x<Zikrz d) kr+Z<x<Fiknr,
4 2 12 12

e) k7r+z<x<§7z+k7z, f) Z+k£<x<£+k£,
4 4 4

)] £+2k7z<x<§7z+2k7r.
4 4

7.a) —Z+2k7z<x<z7z+2k7z; b) kr<x<Zikr.
6 6 4
8. Wskazdéwka: metoda indukcji matematycznej.
Wybrane zadania maturalne (po roku 2000)
1. Wiedzac, ze 0 < <360°, sina <1 oraz 4tga =3sin® a +3cos’ a
a) obliczy¢ tg

b) zaznaczyé w uktadzie wspétrzednych kat & i podac¢ wspétrzedne dowolnego punktu, réznego
od poczatku uktadu wspétrzednych, ktéry lezy na koricowym ramieniu tego kata.

2. a) Naszkicowaé wykres funkcji y =Sin2x w przedziale <— 272',27Z'> .

sin 2x
b) Naszkicowac wykres funkcji Yy = | - | w przedziale <— 272',27Z'> i zapisac, dla ktorych liczb z tego
., |sin2x]
przedziatu spetniona jest nierdwnos$é — <
sin 2x
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3. Rozwigzaé réwnanie Sin X—+/3cosx=0 w przedziale <— 2r, 7r> )
5
4. Kat « jestostryi tga :E . Obliczy¢ COS .

5. Wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania réwnania 2C€0S? X—5sinX—4=0 nalezace do przedziatu

<0,27r>.

Odpowiedzi:

1. tga:§;2. b) —§7r,—7r U —Z,O ) §7z,27z .
4 2 2 2

327222
373

XII. Funkcje cyklometryczne (kotowe)
Funkcja odwrotna

Niech funkcja y = f(X) bedzie okre$lona w zbiorze A i niech B bedzie zbiorem jej wartosci
(f A—> B). Ponadto zatézmy, ze funkcja f jest roznowartosciowa w zbiorze A (np. f jest écisle
monotoniczna). Woéwczas kazdej wartosci Yy odpowiada doktadnie jedna warto$¢ X taka, ze
f(X) =y. Oznaczamy te warto$¢ X przez g(y), wowczas wzér X=g(y) okresla w zbiorze B

funkcje zmiennej Y, ktérg nazywamy funkcjg odwrotng wzgledem funkcji f .

Wykres funkcji odwrotnej X=g(y) jest identyczny z wykresem funkcji danej y= f(X)
(rys. 1).

Yi
v=g(x)

d Sy =1(®)

X = g(¥)
y
C

E
a X b

Rys. 11. Konstrukcja wykresu funkcji odwrotnej
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Mozna wykaza¢, ze jezeli funkcja y = f(X) jest ciagta i $ciSle monotoniczna w przedziale <a,b >, to
funkcja do niej odwrotna X=((Yy) jest ciggta i $ciSle monotoniczna w odpowiednim przedziale

<cC,d > (rys. 1). Funkcje f i g sg wzgledem siebie wzajemnie odwrotne.

Jezeli we wzorze X =Q(Yy) przestawimy zmienne X i y ze soba, wéwczas ostatecznie funkcja od-

wrotna jest postaci Y = g(X) .

Funkcje odwrotna do funkcji y = f (X) oznacza sie réwniez symbolem y = f 7(X).

Wykres funkcji y = g(X) jest symetryczny do wykresu funkcji y = f(X) wzgledem prostej y =X
(rys. 11).

Przykfad

Funkcja y= x3 jest réznowartoéciowa dla X € R. Funkcjg odwrotng do niej jest funkcja X=W

(obie majg ten sam wykres, rys. 12).

Po zamianie X z Yy otrzymujemy ostatecznie funkcje odwrotng do funkcji y = x3 postaci Y = i/;

Oczywiscie réwniez funkcja y = X3 jest funkcjg odwrotng do funkcji y = i/; . Obie funkcje s3 mono-

toniczne (funkcje rosnace).

3
y==%x
Y
AN

Rys.12. Wykres funkcji odwrotnej do funkcji szesciennej

ZADANIA

1. Wyznaczy¢ funkcje odwrotng f ™ do funkgji f :

a) f(x):ﬁ;b) f(X)=x*—2x, Xxe<1l+x);
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2X

o) f(x)=log, 2;d) f(x)=3;e) f(x)=m;

f f(x):%,xzo.

Odpowiedzi

1

1.a) f‘l(x)=x—_1, x#0,b) f1(X)=1+/1+x, x=-1,¢) f1(x)=2%, x=0;
X

d) f*(x)=log,x, x>0;e) f*(x)=-log,(1-x), xe(0,);
f) f‘l(x):logz(xjtxlx2 —1) x>1.

Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych nazywamy funkcjami cyklometrycznymi.

Rozpatrzmy funkcje Yy =SINn X w przedziale <—E,E>, w ktérym jest ona réznowartosciowa (scisle

rosngca), wiec istnieje funkcja do niej odwrotna. Funkcje odwrotng oznaczamy symbolem
X=arcsiny (czytamy arcus sinus y; arcus — tac. tuk) lub ostatecznie po zamianie argumentéw x z y:

y =arcsin x, (niekiedy oznaczamy Yy =sin"" X). Dziedzine funkcji y =arcsin x jest przedziat do-
mkniety <—1;1>, natomiast zbiorem wartosci przedziat domkniety <_E’E> Z definicji wynika, ze

arcsin X jest miarg tukowa (tukiem) takiego kata Yy, ze siny=X (rys. 13a). Wykres funkcji
y =arcsin X otrzymujemy odbijajac sinusoide wzgledem prostej y = X (rys. 13a).

Analogiczni definiuje sie funkcje odwrotne do funkcji cosinus, tangens i cotangens.

Funkcja odwrotng do funkcji ¥ =C0SX w przedziale <0,72'>, w ktdrym jest ona malejgca oznaczamy

symbolem Yy =arccos X (czytamy arcus cosinus x).
Dziedzing funkcji y =arccos X jest przedziat domkniety <—l;1>, a zbiorem wartosci przedziat do-
mkniety <0,72'>.
Wykres funkcji y =arccos X otrzymujemy analogicznie jak wykres funkcji y =arcsin X (rys. 13b).
T

Funkcje odwrotng do funkcji y=1gX rozpatrywanej w przedziale (——,—) oznaczamy symbolem
y =arctgx (czytamy arcus tangens x).

. . . . ., . . . . T
Dziedzing funkcji arctgx jest zbiér R, natomiast zbiorem wartosci przedziat (—E,—J

(rys. 13c).
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Analogicznie symbolem Yy =arcctgx (czytamy arcus cotangens x) oznaczamy funkcje odwrotng do

funkcji y=ctgx rozpatrywana w przedziale (0, 7[) Dziedzing funkcji y=arcctgx jest zbiér R, na-

tomiast wartosci funkcji nalezg do przedziatu (O, 7[) (rys. 13d).

Ly Y
T T
f }': arccosx
~
£k
X 2
1 T
- }r' = arcsmx 5
_ik } o=
2 -1 1
~ kY 4y
ik
*
- ik
T
- 2
X
............................................................................ -.
T
L
e

Y = arctgx v = arcctgx

Rys. 13. Wykresy funkcji cyklometrycznych
. T
Mozna wykaza¢, ze dla X e< —11> arcsin X +arccos X = 5 orazdla Xe R arctgx+arcctgx=—.

PRZYKtADY

1. Znalez¢ funkcje odwrotng do funkcji y = f (X) = 2sin 3, —% <x< % .

2. Wyznaczyé dziedzineg oraz zbiér wartosci funkeji y = f (X) = arcsin 7ax’
+ X

Rozwiqzanie



. . . 1 .
1. y:25|n3xc>%:s|n3xc>3x:arcsm%®x:§arcsm%, stad po zamianie X z Yy osta-
. . , 1 . X 11
tecznie otrzymamy funkcje odwrotng okreslong wzorem y=§arCS|nE dla Xe —EE .
. 4x
2. Z definicji funkcji y=arcsin X wynika, ze X€<—1;1>. Stad zaktadamy, ze —1S2—£1 [
+ X
2+x#0.
ax 3x-2
—x1 <0
4x 3Xx—2)2+x)<0 2 2
11— <l E&X o 52)(1)(2 {( X2+x) i2+X¢0<:>X€<——,—>.
2+ X 51 S0 Bx+2)2+x)=0 5'3
2+ X 2+ X
. , . .. . . . T T
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat domkniety <—EE>
ZADANIA
1. Obliczy¢

a) 3arccosl—2arcsin0+ 4arctgl—arcctg(—1);

B ¥

b) %arcsin o+ arcctg(—/3) — 3arccos—~;

c) sin {3arccos§ +arcsin [—%ﬂ .

2. Wyznaczy¢ dziedzine oraz zbiér wartosci funkcji f , gdy:

a) f(x)arccos X;b) f (x) =sinarcsin 2x; c) f(x):2arcsinli;
+ X

3. Udowodnic i ustali¢ w jakim zbiorze spetnione sg nastepujace tozsamosci:

a) arcsin X =arccos v1— X% ; b) arctg x = arcctg 1 ; C) arctg x +arctg y =arctg fﬂ .
X

4. Narysowac wykresy funkcji:
a) T(x)= arccosg; b) g(x)=3arctg3x; c) h(x) :1+%arcsin(2x—l);
d) k(x) =2arcsin(x—2); e) 1(x) =arcsin(sin x).

5. Wykaza¢, ze funkcje y =arcsin X i y =arctgx sa nieparzyste.

6. Wykaza¢, ze:
a) arccos(—x) = —arccosx;

b) arcctg(—x) = 7 —arcctg X .
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Odpowiedzi:

XIII. Geometria analityczna

Wektory na ptaszczyZnie

Oznaczmy symbolem AB wektor o poczgtku w punkcie A (x,, ya) i koicu w punkcie B (xa, ys) (rys.
14).

Y
Vo B
L
Y= A
J
o - Xy Xp i

1

Rys. 14. Wektor AB na ptaszczyZnie kartezjariskiej

- -

Wspotrzednymi wektora AB nazywamy réznice wspdtrzednych korica B i poczatku A. Wektor 4B o
- —

wspotrzednych xz —Xa, Vs —ya zapisujemy: AB = =[xz —Xa, Vs —Yal. Dtugo$¢ wektora AB oznaczymy

symbolem | A_l} |

| A—é |= \/(XB _xA)2 +(J’B _yA)2 .
S5 o

Wektory jednostkowe (o dtugosci réwnej jeden) osi Ox, Oy oznaczamy odpowiednio ; , j i nazy-

-

— —
wamy wersorami (rys. 14). Wowczas AB = (XB - XA)i + (yB - yA) J.

- -

Wektory (xB —xA) i, (yB —yA)j nazywamy skfadowymi wektora AB.

Niech beda dane dwa wektory Zz [ax,ay], Z = [bx,by]. Méwimy, ze wektory a i b sg réwne wte-

dy i tylko wtedy, gdy ich odpowiednie wspdtrzedne sg réwne, tzn.

Suma wektorow

1. Wspétrzedne sumy (réznicy) wektoréw a i b sg sumami (réznicami) odpowiednich wspodtrzed-
> o
nych wektoréw a i b
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R T T

lL.a+b=b+a (przemiennos¢)
- > - > - >

2. (a + b) +c=q+ (b + c) (tacznosd)

Wektor AB = [xg—Xa, Ys—Ya] Nnazywamy wektorem zaczepionym (zwigzanym) w punkcie A. Nato-

N
miast wektor «a :[ax,ay] nazywamy wektorem swobodnym (nie znamy jego punktu zaczepienia).

N
Wektor swobodny a reprezentuje klase wektoréw rownowaznych, majacych ten sam kierunek, dtu-
gosé i zwrot. W matematyce zasadniczo dziatamy na wektorach swobodnych.

Mnozenie wektora przez liczbe

e - -
lloczynem A-a dowolnego wektora a przez liczbe A € R nazywamy wektor b taki, ze

1) wektor Z jest réwnolegty do wektora Z (kierunek)
2) |b|=|Ala| (dtugosc)

— - -

3) wektor b ma zwrot zgodny z wektorem a , jezeli a #0i A>0; jezeli A< 0, to zwroty wektorow
- -
a i b sy przeciwne.

— —
Uwaga: jezeli a =0lub 4 =0, wéwczas b jest wektorem zerowym.

- -
Wspdtrzedne iloczynu wektora a = [ax,ay] przez liczbe A s3g iloczynami wspétrzednych wektora a

5
przez te liczbe: Aa = [ﬂax,/lay].
lloczyn skalarny wektorow
- > - -
lloczynem skalarnym a- b wektora a przez wektor b nazywamy:

- -
1) liczbe 0, gdy co najmniej jeden z wektoréw a lub b jest zerowy;

—

7 - - -
2) liczbe |a||b| cos 4(a ,bj , gdy oba wektory a i b sa niezerowe, tzn.
> > 77 - >
a5 =lallFleos<(a.5)
Wtasnosci iloczynu skalarnego

1. lloczyn skalarny jest przemienny
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2. Mnozenie skalarne jest rozdzielne wzgledem dodawania wektorow

/\ a-(5+é)=a-5+a-c

d,b,c

3, /\ 7\ (2a)-(ub) = Au(a-b)

Ap &b

- > -
lloczyn skalarny a-a oznaczamy symbolem a? . Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze

> 5 7 0 2
o= a=laldeost? -fa

42 -%2 = -
cyli a® =|d|", stad |a|=Va® .
Cosinus kgta miedzy wektorami
a-b
a- ) - -
COSp =——, gdzie ¢ = A(a, b).
alb

Twierdzenie
- -
Wektory niezerowe a i b sg prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest rowny

zZeru.

Przyjmujemy umownie, ze wektor zerowy jest prostopadty do dowolnego wektora. Wowczas réw-

- -
nos$é¢ a- b =0 jest warunkiem prostopadtosci dowolnych wektoréw

> > - >
(alb<=a b=0)
PRZYKtADY

— -

bl=6i |a—Z| =10.

- > —>
1)Obliczy¢ dtugos¢ wektora a+ b wiedzac, ze |a| =8,

Rozwiqzanie

—

N
Korzystamy ze wzoru u> =|u|2 . Stad

a8 = (a5
czyli
|a—l;)|2 =a2—22 Z+g2
wiec
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Z drugiej strony

> - - 7 2

la+ b|” :(;+Z)2 i+ 20 b b =a2+(a2+b2—|a— 72)+I; =
- -2 - =5 -5 e T )
2a’+2b%—|a—b" =2|a| +2p| —|a—b]" =2-64+2-36-100=100
Poniewaz

*)‘)2

a8 = (a+5)
wiec
|Z+l_;|= 10

Mozemy réwniez zauwazy¢, ze dla danych liczbowych podanych w tresci przyktadu, dtugosci wekto-

e
row a, b i1 a— b spetniajg warunek

laf + 6 =|a— 5" (82 +6>=10%)

- -
Wynika stad (twierdzenie Pitagorasa), ze rownolegtobok zbudowany na wektorach a 1 b jest pro-

- - - - - -
stokatem (rys. 15). Przekatne prostokata p, =a+b oraz p, =a—b maja réwne dtugosci, wiec

o+ i =fa-t]=10.

S
v

-,
a
Rys. 15. Suma i réZnica wektorow

- - -> o - - - -
2)Znalez¢ kat miedzy wektorami a =6m+4n i b =2m+10n, jezeli wiadomo, ze m 1 n sg wekto-

- -
rami jednostkowymi oraz, ze m_1 n.

Rozwiqzanie
- >
- - - = a b
Obliczymy cosinus kata miedzy wektorami a i b ze wzoru cos <I(a,b) ==
a2
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- > - - - - - - > -
lloczyn skalarny a- b :(6m+4nj(2m+ IOnJ =12m*+68m- n+40n* =

=12|171|2 z,poniewai 171

- >
. Podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy a- b =52. Nastep-

0
>
b

&) S

nie obliczamy dtugos¢ wektoréw a i

- - - - 2 - E— - - -

|a|=\/a7=]/(6m+4n) =\/36m2+48mn+16n2 —\[36|m[*+ 16]n* =52

|b| \/; ]f 2m+10n \/4m > 4 40m-n+100n° =\/4|m| +100|n|
=104

Ostatecznie

2 52 1
pat ’b — —
NN N
stad
A(a,b)= g

5
)Znalez¢ wektor jednostkowy réwnolegty do wektora a
Rozwigzanie

- - -

Oznaczmy szukany wektor symbolem a, . Poniewaz wektory a i &, sg réwnolegte, wiec
- -
a=A1a
- o
Zatézmy ponadto, ze wektory a I a,; maja te same zwroty, wigc 1 >0

- -
&y = A[a]=1
stad
N
1 - a
A== cyli a,=—
o o
- -
4)Dany jest wektor AB=[XB —Xa Vg — yAl Znalez¢ punkt P(x, y) dzielacy wektor AB w stosunku
k=-1.

Rozwiqzanie
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Rys. 16. Podziat wektora na czesci
AP:PB =k, AP =kPB.

Stad [X_ Xar Y — yA]: [k(XB - X)’ k(YB - y)]<:> X—=Xp= k(XB - X)’ Y=Ya= k(YB - Y)
Rozwigzujgc ostatnie rownania otrzymujemy:

_ X, thxg _Yatkyg
1+k 1+k

Dla k = 1 punkt P(x, y) jest srodkiem odcinka AB. Wspoétrzedne punktu P sg srednimi arytmetycznymi
odpowiednich wspoétrzednych jego korcéw

Xy +X
x— AT "B
2

_YatVYe

' y 5

Postac kartezjariska iloczynu skalarnego

Niech beda dane wektory gz[ax, ay] oraz Ez[bx, by].

> >

lloczyn skalarny wyrazony za pomocg wsp6trzednych wektoréw a i b jest postaci
- -
a-b=a,b, +a,b,.
Wektory a i b sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
a.b, +a,b, =0.
Wz6r na cosinus kata dwdch wektordw jest postaci

a.b, +a,b,
\/af +aj \/bf +b;

Znajac cosinus kata miedzy wektorami mozemy znalez¢ wartos¢ sinusa tego kata. Niech 0< @ <,

CoSp =

wowczas:

sing =+/1-cos? ¢ oraz Sing =

a,b, —ab,
\/af +a; \/bf +b;
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ab, —a by

Dla dowolnego kata skierowanego @: Sing =

- -
Wektory a i b sg rownolegte, gdy singp=0.

Twierdzenie

\/af +aj \/bf +b}

—

N
Dwa wektory a i b sgrownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy

a,b, —ab

xMy T Gy x:0
(a||§<:>axby—aybx:0)

ax ay

Po przeksztatceniu otrzymujemy —=—

b, b

X y

- o

Wektory a i b sg wiec rownolegte, gdy ich odpowiednie wspdtrzedne sg proporcjonalne.

ZADANIA

- —
. Dla jakich wartosci parametru t kat miedzy wektorami a :[1, 2t] ib :[—2t2, 1] jest: a) ostry,

b) prosty, c) rozwarty?

. Obliczy¢ dtugosé¢ wektora c=3a-—2b wiedzac, ze wektory a i b tworzg kat % oraz

- —
la|=3, =4

. Punkty A (1, 1), B(4, 2), C(3, 5) sg wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD. Obliczyé wspotrzedne
wierzchotka D.

. Dane sg 3 punkty A (1, -2), B (2, 4), C (0, 3). Obliczy¢ kat miedzy srodkowymi bokéw AB i BC tréj-
kata ABC.

- o> o — — - -
. Obliczy¢ dtugos¢ wektora x =a— b wiedzac, ze |a| =1, |b| =2 oraz a L b.
- - -
. W trojkacie ABC dfugosci bokéw  wynosza:  |AB|=|BC|=5, |AC|=6. Obliczy¢:

AB- BC+ BC: CA+ CA AB.
— - - - — - -

. Dane sg niezerowe wektory OA, OB, OC=0A+0B i OD=0C+0B, przy czym

|O_)B| = |O_)C| = |O_)D| . Znalez¢ miare kata AOB.
-

- - -
. Dane sg wektory a :[1, 3] i b :[—2, 1]. Znalez¢ wektor x prostopadty do wektora a i taki, ze

b-x=7.
.4)

- - - > -
. Dla jakich wartosci a eR wektory x =loga- u+|og(a+2)- V i y=uU+V sg prostopadte, jezeli

- - > 2 n
lu=M=2(u, V)_E'

- - - — - -
10.Znalez¢ rzut wektora a=-m-2n na o$ o kierunku wektora b =6m-2n, jezeli wiadomo, ze

- - - -
m i n sg wektorami jednostkowymii m_L n.
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11. Wektor 6 jest réownolegty do wektora a= [— 4,3]. Wiedzac, ze ‘B‘ =10, wyznaczy¢ jego wspot-

rzedne.
Odpowiedzi

S
1.a)0<t<1, b)t=0lubt=1,c)t<0lubt>1. 2. |d=5. 3.D(0,4).

4.c03¢;=%. 5.|;|=\/§. 6. 43. 7. %n. 8. ;z[—s, 1. 9 a=-1+ 42
b

10.- —, 11. [8,-6.
11 [g)

Prosta na ptaszczyZnie

Niech na ptaszczyznie Oxy bedzie dana pewna linia L (prosta, krzywa) oraz réwnanie z dwiema nie-
wiadomymi x, y o postaci F(x, y) =0

by |

0

Rys. 17. Linia krzywa na ptaszczyznie kartezjariskiej

Mdwimy, ze rownanie to jest rownaniem linii L, jezeli spetnione sg dwa nastepujace warunki:

1. Wspoétrzedne dowolnego punktu P spetniajg rownanie linii L.

2. Kazde dwie liczby xo, yo spetniajgce F(X,y) =0 sg wspétrzednymi punktu Po(xo, o) lezacego na
linii L.

Réwnanie ogdline prostej

YA

0
Rys. 18. Linia prosta na ptaszczyznie kartezjariskiej

Niech na ptaszczyznie Oxy bedzie dana prosta /. Ponadto zatézmy, ze dane sg punkt Py(xo, Vo) lezacy

- -
na prostej / oraz niezerowy wektor n :[A, B] do niej prostopadty. Poniewaz n jest wektorem nie-

zerowym, wiec co najmniej jedna ze wspétrzednych A, B jest rézna od zera. Warunek ten jest row-

nowazny nieréwnosci
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A? +B?>0
Niech P(x, y) bedzie dowolnym punktem lezgcym na prostej /| réznym od P, Wektor
P:F’:[X—XO, y—yo] jest réwnolegty do prostej |, wiec P:PJ_H (rys. 18). Wynika stad, ze
P:P- H: 0, czyli
A(X—=X,)+B(y—Y,)=0
Oznaczajac stafg (— Ax, — By,)symbolem C otrzymujemy réwnanie
Ax+By+C=0.
nazywane rownaniem ogélnym proste;j.

Przypadki szczegdlne réwnania ogdlnego prostej

a) b) )

M ¥i M

|ty

L -
a 0 n'

Rys. 19. Graficzne przedstawienie ogdlnego réwnania prostej

1. Niech C =0, woéwczas réwnanie ma posta¢ Ax + By = 0 — prosta przechodzi przez poczatek uktadu
wspotrzednych (rys. 19a).
2. Niech A =0, woéwczas rdwnanie przyjmuje postaé

By+C=0 lub yz—g

5
Wektor n :[O, B] jest prostopadty do osi Ox, a tym samym prosta jest rownolegta do osi Ox
(rys. 19 b).

3. Niech B =0, wéwczas rownanie prostej przyjmuje postac

Ax+C=0 lub X:—E.
A

5
Wektor n = [A,O] jest prostopadty do osi Oy, wiec prosta jest rownolegta do osi Oy (rys. 19 c).
Rownanie odcinkowe prostej
Zatézmy, ze w réwnaniu ogdlnym prostej wszystkie wspotczynniki A, B, C sg rézne od zera. Wdwczas
X
rownanie prostej mozemy przedstawi¢ w nastepujgcej postaci — + % =1 nazywanej rownaniem od-
a

cinkowym prostej.
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=
-
¥

Rys. 20. Graficzne przedstawienie réwnania odcinkowego prostej

Rdwnanie kierunkowe prostej

Zatézmy, ze w réwnaniu ogdélnym wspodtczynnik B = 0. Wéowczas przenoszac sktadniki nie zawierajgce
y na prawg stroneg, po podzieleniu stronami przez B otrzymujemy

By=—-4Ax-C
_A4,..C
YTTBY B

) A C . .
0Oznaczajqc MZ—E, HI—E mamy rownanie: y=mx+n

nazywane rownaniem kierunkowym prostej. Prosta ta przecina o$ Oy w punkcie o rzednej n i tworzy z
osig Ox kat ¢ (rys. 21), ktérego tangens réwna sie m. Wspdtczynnik m nazywamy wspédtczynnikiem
kierunkowym proste;j.

Vi
AN

w > X
0 N~

Rys. 21. Graficzne przedstawienie réwnania kierunkowego prostej

Przyktad

Przez punkt Py(xo, o) poprowadzi¢ prostg, ktéra tworzy z osig Ox kat, ktérego tangens rowna sie m.
Rozwiqzanie
Punkt Py lezy na prostej, wiec mamy: yo = mxg + n

Z otrzymanego réwnania wyznaczamy n i podstawiamy do rdwnania kierunkowego prostej. Szukane
rownanie prostej przybiera postac

Y = Yo =m(X—Xg).
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Rdéwnanie prostej przechodzqgcej przez dwa dane punkty

Niech na ptaszczyznie Oxy bedg dane dwa rézne punkty Po(xo, Vo) i P1(X1, y1).

Yk

0

Rys. 22. Graficzne przedstawienie rownania prostej przechodzqgcej przez dwa dane punkty

Jezeli prosta | przechodzgca przez punkty Py i Py nie jest prostopadta do osi Ox (x; # x1), to mozemy
obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy m (rys. 22)

m:tg¢ZY1_y0
X —Xg

Podstawiajgc m do rdéwnania kierunkowego prostej otrzymujemy szukane rdéwnanie prostej
w postaci
y1_y0(

X, — X, X~ %)

Y=Y =
Jezeli prosta / jest prostopadta do osi Ox (xo = x1), wéwczas x—x;=0 czyli x=x,.

Kqgt miedzy dwiema prostymi

Niech beda dane dwie proste w postaci ogdlnej
l,: Ax+By+C, =0 (Af +B; >0) l,: AXx+B,y+C,=0 (Az2 +B? >O)

Vi

Rys. 23. Kgt miedzy dwoma prostymi

Proste I, I, tworzg ze sobg dwie pary katéw (rys. 23) o miarach zawartych miedzy 0 a . Oznaczymy
<X (I, I,) = @. Poniewaz katy, ktérych ramiona sa wzajemnie prostopadte, sa rowne, wiec <L (I, ;) = <

- - - -
(nl,nzj. Wynika stad, ze cos ¢ = + cos <L (nl,nzj. Ze wzoru na cosinus kata miedzy wektorami
otrzymujemy
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cosp =+ AR + BB,
VA +B7 A +B;

Warunek prostopadtosci prostych

- - - o>
I, 11, <n, Ln,<n;-n, =0

1. Niech /;: Ax+By+C =0i l,: A, x+B,y+C,=0

Z warunku prostopadtosci wektoréw wynika, ze I, LI, & A/A, + BB, =0.

2. Niech [;: y=mx+n,, L, y=myx+n,.

Proste |;,I, mozemy przedstawi¢ w postaci ogélnej |, : mx—y+n, =0, I,: mx—y+n, =0.

Wektory prostopadte do prostych /5, /, maja odpowiednio wspétrzedne: n, =[m,, -1]i n =[m,, -1]

wiec
l, L, <n-n,=0<mm,+1=0
lub
meo b
m,

Warunek réwnolegtosci prostych
LI, < nlin,

Z warunku réwnolegtosci wektoréw wynika, ze
Ll hLe AB,—AB, =0

dla prostych w postaci ogdlnej, lub
/1H L, < my=m,

dla prostych w postaci kierunkowej.

Odlegtos¢ punktu od prostej
Niech bedzie dany punkt Py(xo, yo) & / oraz prosta l: Ax+ By + C=0

Vi

0

Rys. 24. Odlegtosc¢ punktu od prostej

Odlegtos¢ punktu Py od prostej / (d(Py, 1)) réwna jest odlegtosci punktu P, od jego rzutu prostokatnego
P na prostg I (d(Po, P1)), czyli d=d(Pg, |) = d(Py, P1).
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Odlegtos¢ punktu Py od punktu P,  d=d(R,,PR,)= \/(Xl — %)  +(y—y,)?.

Po podstawieniu do ostatniego wzoru obliczonych wspétrzednych punktu P; otrzymujemy szukany
wz0r na odlegtos¢ punktu od prostej

|AX, + By, +C|
d=——F———.
VA? + B2
PRZYKLAD

Napisa¢ rdwnanie prostej, na ktérej lezy punkt symetryczny do punktu Py(1, 1) wzgledem prostej I: x
+y+1=0, ktéra jest prostopadta do prostej /,: y + 2x+ 3 =0.

Rozwiqzanie

2
Po

v

P;

Znajdujemy punkt P, bedacy rzutem punktu Py na prostg /. Przez punkt P, prowadzimy prostg /, pro-
stopadty do prostej I (rys.powyzej). Wspotczynnik kierunkowy prostej I: m = -1, wiec wspodtczynnik
kierunkowy prostej /,: m, = 1. Rdwnanie prostej

L y-1=1(x—-1) czyliy =x

N . . JXx+y+1=0 . . 1 1
Rozwigzujgc uktad réwnan otrzymujemy wspotrzedne punktu P;: X :_E’ y= Y
y=X

Wspdtrzedne punktu P,(x,, y,) symetrycznego do punktu Py obliczamy ze wzoréw

1+x, 1 I+y, 1

2 2 2 2

stad x,=—-2,y,=—-2.
Poniewaz wspdtczynnik kierunkowy prostej /;: m; = — 2 to wspdtczynnik kierunkowy szukanej prostej

1 : , - .
l3:mz = E' rownanie szukanej prostej jest postaci
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Iy y+2=%(x+2) czyliyz%x—l.

ZADANIA

1. Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspodtrzednych i tworzacej z osig
T

Ox kat —.
3

2. Dana jest prosta o réwnaniu ogélnym 3X+5Yy —2 =0. Przedstawié¢ to réwnanie w postaci kierun-

kowej i odcinkowe].

3. Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(2,3) o wspétczynniku kierunkowym

m=2.
4. Napisa¢ réwnania prostej przechodzacej przez punkt P(—1,2) réwnolegtej do wektora a= [3,5].
5. Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(2,3) i B(5,—4).

6. Dane sa punkty A(4,—7), B(=1,3). Punkt C nalezy do odcinka AB i dzieli ten odcinek w stosun-
ku 3:2 liczac od punktu A. Obliczyé wspétrzedne punktu C .

7. Dane sa punkty A(-2,2) i B(4,4).
a) wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A i B

b) prosta | oraz prosta o réwnaniu 9X—6Y —26 =0 przecinaja sie w punkcie C . Obliczy¢ wspét-
rzedne punktu C .
c) Wyznaczyé réwnanie symetralnej odcinka AB .
8. Proste o rownaniach Xx+y+1-0, x—y—-3=0, Xx+3y—7=0 zawierajg boki tréjkata. Wykaza¢,
ze trojkat jest prostokatny i obliczy¢ jego obwdd.
9. Przez punkt C(-1,4) prowadzimy proste przecinajace osie uktadu wspétrzednych w punktach
A(x,0) i B(0,y) przy czym x<0, y>0.Wyznaczyé réwnanie tej z nich, dla ktérej suma odlegtosci
punktéw A i B od poczatku uktadu wspdtrzednych jest najmniejsza.

10. Znalez¢ réwnania dwusiecznych katéw zawartych miedzy prostymi 2x+2y+7=0, 7X+y—-4=0

11.0bliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A(1, 1), B(-1, 2), C(2, 2).
12.Znalez¢ punkt symetryczny do punktu A(-1, -3) wzgledem prostej x + 2y —2 = 0.

13.Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt (1, 2) i przecinajgcej krzywg 2y — X=1w
punktach symetrycznych wzgledem punktu (1, 2).

14.W tréjkacie ABC dane sg dwa wierzchotki A(— 4, 2) i B(5, —1) oraz punkt M(3, 3) przeciecia wyso-
kosci tego trdjkata. Obliczy¢ pole trojkata ABC.

15.0bliczy¢ wspdtrzedne wierzchotkdw réwnoramiennego tréjkata prostokgtnego ABC o wierzchotku
C(3, —1) oraz przeciwprostokatnej AB zawartej w prostej o rownaniu 3x—y + 2 =0.

16.Napisac rownania prostych przechodzgcych przez punkt A(5, 2) w jednakowej odlegtosci od punk-
tow B(-5, 0) i C(13, —18).
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17.Dany jest punkt A(2, 3) i prosta / o rGwnaniu x — y — 1 = 0. Znalez¢ wierzchotki B i C réwnoramien-
nego tréjkata prostokatnego ABC o przyprostokatnych AB i AC tak, aby B nalezat do prostej /i pro-
sta AC byta do niej réwnolegta.

18.Wyznaczy¢ kat miedzy wektorami 4B i CD, majac dane punkty A(1, 2), B(2, 1), C(5, 1), D(20, 16).

19.Punkty A(1, 1), B(4, 2), C(3, 5) sg wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD. Obliczy¢ wspdtrzedne
wierzchotka D.

20. Napisac réwnanie symetralnej odcinka AB, majac dane punkty A(1,4), B(-5, 2).

21.Przez punkt M(3, 2) poprowadzi¢ prostg p tak, aby dany punkt M byt srodkiem odcinka prostej p
zawartego miedzy prostymi o rownaniach y =xiy=2x- 3.

22.Pole S rombu ABCD wynosi 10. Przeciwlegte wierzchotki A i C rombu majg wspotrzedne A(1, 1),
C(3, 5). Znalez¢ wspétrzedne wierzchotkéw B i D.

23.Jedna z przekatnych kwadratu zawiera sie w prostej x — 2y + 2 = 0, jeden z wierzchotkéw kwadratu
ma wspotrzedne (3, 5). Wyznaczy¢ wspotrzedne wierzchotkéw kwadratu.

24.Dany jest zbidr prostych 2y + 2 = m(x — 3). Ktdéra z prostych nalezgcych do zbioru jest:

a) rownolegta do prostej 2x—3y =5
b) prostopadta do prostej x+2y+7 =0
c) tworzy z prostg x + \/§y—1=0 kat ¢ =§
25. Podstawa AB tréjkata prostokgtnego réwnoramiennego ABC zawiera sie w prostejy—2x+5=0, a
jego wierzchotek C lezy w poczatku uktadu wspdtrzednych. Wyznaczy¢:
a) rownania prostych zawierajgcych ramiona tego trojkata,
b) réwnanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

Odpowiedzi:

1. y=+/3x; 2. y:—gx+§, +==1;3. y=2x-1;4. 3x+5y-7=0;5. y—3:—%(x—2);

w | N x
gl N|<

(op]

1 8 1
6. C(1-1);7. ==X+—=,b) C|6,— |,
@iz y=xr 2 b c[6 ]

) y=-3x+6;8. 9/2+310;9. y =2x+6;

10, 4X—8y—43=0,24x+12y+27 =0; 11. % 12, (1—53%) 13. y=x+1.

14. 30.  15. A(E,Bj, B[—g,—ﬂj. 16. y=—x+7, y=11x—53.
5°5 575

17. B(3,2), C(1,2)lub C(3,4). 18. g 19. D(6, 6).
20. y=—3x-3.
21. 3x—2y—-5=0. 22. B(4,2), D(0,4). 23. (2,2), (5,1), (6, 4).

24. a) y=%x—3, b)y=2x-7, c) 2y—2=\/§—?(x—3).

25. a) y:—3x' y= %x’ b) (x_2)2 +(y+1)2:5.
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Wybrane zadania maturalne (po roku 2000):

1. W rombie ABCD wierzchotki A i C sg punktami przeciecia okregu o réwnaniu
x> +y?—4x—4y+6=0 z prosta o réwnaniu: y—X =0. Wiedzac, ze pole rombu jest réwne 8,

obliczy¢ wspétrzedne wierzchotkéw B i D oraz dtugosci przekatnych tego rombu.

2. Dany jest punkt S(0,2) oraz prosta | o réwnaniu x+2y+1=0.

a) Punkt S' jest obrazem punktu S w translacji o wektor u= [7,—1]. Znalezé réwnanie okregu
przechodzacego przez punkty S i S' wiedzac, ze jego $rodek nalezy do prostej | .
b) Bok kwadratu opisanego na okregu o $rodku w punkcie S i promieniu dtugosci \/g zawiera sie

w prostej | . Obliczy¢ wspétrzedne wierzchotkdw tego kwadratu.

3. Punkt A(-5;—2) jest wierzchotkiem tréjkata ABC , w ktérym BC = [10,—2].
a) Wyznaczy¢ wspétrzedne wierzchotkdw B i C wiedzac, ze srodek boku AB ma wspoétrzedne
(-6,-1).
b) Obliczy¢ pole trojkata ABC oraz napisaé réwnanie okregu opisanego na tym tréjkacie.

c) Obliczy¢ sumy kwadratéw sinuséw katdw wewnetrznych tréjkata ABC .

4. Punkt A(—2,5) jest jednym z wierzchotkéw tréjkata réwnoramiennego ABC , w ktérym
|AC| = |BC|. Pole tego trojkata jest rowne 15. Bok BC jest zawarty w prostej o réwnaniu y = X+1.

Oblicz wspotrzedne wierzchotka C .

5. Punkt S(0,0) jest srodkiem boku AD réwnolegtoboku ABCD . Majac dane wspétrzedne wekto-

réw AB = [4,3] i BC = [6,2] wyznaczyc:
a) wspotrzedne wierzchotkdw tego réwnolegtoboku.
b) pole réwnolegtoboku,
c) miary kata ostrego tego rownolegtoboku.

Odpowiedzi:
2.a) X +(y—-2)* =5;b) A(-31), B(L-1), C(33), D(-15).

3.2) B(=7,0), C(3-2); b) 8; ) %
Okrqg

Niech na ptaszczyznie Oxy bedzie dany okrag k o srodku w punkcie S(a, b) i promieniu r, r > 0 (rys.
25a).

103



Y i
k r
: dh
| k r QJ B
a > X
0
a) b)

Rys. 25. Okrqgg na ptfaszczyznie kartezjanskiej

Niech P(x, y) bedzie dowolnym punktem lezagcym na okregu k. Wéwczas odlegtos¢ tego punktu od S

rowna sie r

d(s, P = |(x—a)’ +(y—h)* =r
stad
(x=a)’ +(y=b)* =r’

Zatézmy nastepnie, ze liczby xo, yo spetniajg otrzymane réwnanie, czyli (x, —a)* + (¥, -b)? =r2.

2

Wynika stad, ze odlegtos¢ punktu Py, o wspdétrzednych xo, ¥, od punktu S réwna sie r, wiec punkt P

lezy na okregu k. Réwnanie jest wiec rownaniem okregu.

Jezelia = b =0, wéwczas rownanie okregu przyjmuje postaé
x“+y =r
i przedstawia okrag o promieniu r i srodku w poczatku uktadu wspétrzednych (rys. 25b).

Przykfad

Napisac réwnania stycznych do okregu X2+ y2 =1 przechodzacych przez punkt P(0,2) .

Rozwigzanie

Y
P(0.2)

B

Réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt P(0,2) o wspétczynniku kierunkowym M jest postaci

l:y=mx+2
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Wspétczynnik M nalezy dobraé tak, aby prosta | byta styczng do okregu. Punkty wspdlne okregu i
prostej | wyznaczamy rozwigzujac ukfad réwnan.

x> +y?=1,
Yy =mx+2.

Podstawiajac Y z drugiego z rownan do pierwszego otrzymujemy réwnanie kwadratowe o niewia-

domej X:
X2+ (mx+2)° =1 (Mm? +1)x° + 4mx+3=0.

Poniewaz szukana prosta | ma byé styczna do okregu, ostatnie réwnanie musi mie¢ jedno rozwiaza-

nie. Wynika stad, ze wyrdznik A tego rownania powinien rownac sie zeru.
A=16m? —4-3(m? +1)=4m? —12
A=0e4m?-12=0=m=—/3 lubm=+/3
Otrzymujemy nastepujgce rownania stycznych do okregu:
iy =—V/3x+2; |,:y=+/3x+2.
ZADANIA

1. Wyznaczy¢é wspétrzedne srodka S i promien okregu danego réwnaniem
x* +y? —10x+6y—30=0.

2. Napisaé réwnanie okregu o srodku w punkcie S(3,—4) i promieniu I =3.
3. Napisac rownanie okregu o srodku w punkcie S(3,—4) i przechodzacego przez punkt P(-1,2).
4. Napisa¢ réwnanie okregu o srodku w punkcie S(-5,2) stycznego do osi OY .

5. Napisa¢ rownanie okregu o $srodku w punkcie S(2,—3) stycznego zewnetrznie do okregu o réwna-

niu X* +y? +2x—-2y+1=0.

6. Punkt A(4,3) nalezy do okregu O, ktéry jest styczny do prostej | o réwnaniu y =1 w punkcie
B(2,1).

a) Napisa¢ réwnanie okregu O .

b) Napisaé¢ réwnania stycznych do okregu O, do ktérych nalezy punkt C(0,0).

7. Punkty A(L,3) i C(7,1) sg przeciwlegtymi wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD . Pro-
sta o réwnaniu Y = X jest osig symetrii tego trapezu. Napisa¢ réwnanie okregu opisanego na tym

trapezie.

8. Dane sg proste | :x—y+9=0, k:3x+2y—-12=0, p:x—2y—-19=0 oraz punkt P(-4,-4).
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Punkty A i B nalezg odpowiednio do prostych K i | oraz PA_LPB i PA| p.

Wyznaczyé réwnanie okregu opisanego na tréjkacie APB .

9. Napisac réwnania prostych przechodzgcych przez poczatek uktadu wspétrzednych i stycznych do

okregu o réwnaniu X* +(y +4)* =4.

10. Znalez¢ réwnania stycznych do okregu o réwnaniu x* + y* +2x =0 i prostopadtych do prostej o

réwnaniu X+Yy-1=0.

11. Okrag o $rodku w punkcie P(—3,—4) jest styczny wewnetrznie do okregu o réwnaniu

X* +y* +12x+16y =0. Znalez¢ réwnanie prostej stycznej do obu tych okregdw.
Odpowiedzi
1. S(5,-3), r=4;2. (x=3)*+(y+4)°=9;3. (x=3)* +(y+4)* =40;

4, (x+5)%+(y—=2)?=25;5. (x—2)*+(y+3)°=16;6.a) (x—2)*+(y-3)°=4;

b) Xx=0, 5x—12y=0; 7. (x-5)* +(y—5)* =20; 8( 3) +(y— 1)2 125

9. V3x+y=0,3x-y=0;10. y= x+(1+J_ 11. y= 4\/7x+2’ ——4\/7 +2f ,
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