Podstawowe pojecia

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym nazywamy rownanie postaci

F(x, /20 AP A y(”)) =0

Rozwigzaniem (catkg) rownania rozniczkowego nazywamy kazdg funkcje

Y= y(x) , ktora spetnia to rownanie tozsamosciowo.

Rzedem rownania rozniczkowego nazywamy rzad najwyzszej pochodnej
szukanej funkcji wystepujacej w tym rownaniu. Jezeli funkcja F wystepujgca w
rownaniu rozniczkowym jest wielomianem stopnia k zmiennych

()

VoY Vs 1o liczbe k nazywamy stopniem rownania rozniczkowego.



Catka ogodlng (rozwigzaniem ogdlnym) rownania rézniczkowego rzedu n nazy-
wamy funkcje V= y(x, Cl> €5 enny Cn), ktéra zalezy od n dowolnych wzajemnie
niezaleznych statych ¢, ¢,,...,C, takg, ze przyjmujgc dowolne state wartosci

¢y, Cy, ..., €, Otrzymamy wszystkie znajdujgce sie w danym obszarze krzywe
catkowe i wytgcznie te krzywe.

Nadajgc wystepujgcym w catce ogdlnej statym ¢, ¢, ....c, okreslone wartosci
otrzymujemy catke szczegdlng (rozwigzanie szczegdlne) rownania rézniczko-
wego.



Rownanie o zmiennych rozdzielonych
Rownaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie rézniczkowe po-

N Py)y' =0(x),

gdzie P, Q s3 funkcjami o argumentach y oraz x (odpowiednio) ciggtymi w
pewnych przedziatach.

Rozwigzanie ogdlne (catke ogdlng) znajdujemy catkujac obie strony rownania

[Po)r=[oxar o e(r)=ulx)+C

(rozwigzanie ogdlne w postaci uwiktanej).



Rownanie jednorodne
Rownaniem jednorodnym nazywamy rownanie rozniczkowe postaci

e

Y

gdzie f jest funkcja ciggty ilorazu ,, w pewnym przedziale.

", stad ¥y =ux oraz y'=u'x+u, Po podstawieniu

otrzymujemy rownanie rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych o nowej funk-
cji niewiadomej u

Stosujemy podstawienie:

przy zatozeniu x =0, f(“)—’”fo.



Rownanie liniowe
Réwnanie postaci

y'+p(x)y = f(x)

p(x), f(x) — funkcje ciggte w pewnym przedziale nazywamy réwnaniem
rozniczkowym liniowym rzedu pierwszego.

Jezeli f(x) =0, wéwczas réwnanie (o zmiennych rozdzielonych)

y'+ p(x)y =0

nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym jednorodnym.



Metoda uzmienniania (wariacji) statej

1) Znajdujemy rozwigzanie ogdlne (catke ogdlng) réwnania liniowego
jednorodnego

y= Ce ")

gdzie P(x) jest funkcja pierwotng funkgji p(x) (P’(x) = p(x)) .
2) Uzmienniamy statg C

C=C(x)
Znajdujemy funkcje C(x)’ dla ktorej funkcja
y = C(x)e_P(x)

jest rozwigzaniem ogolnym rownania liniowego niejednorodnego.



Metoda przewidywan (metoda wspoétczynnikdw nieoznaczonych)

Rozwigzanie ogdlne rownania liniowego niejednorodnego jest postaci

Y=Yot+Jy

gdzie Y, jest rozwigzaniem ogdolnym rownania liniowego jednorodnego, natomiast

Y jest dowolnym rozwigzaniem szczegdlnym (catkg szczegdlng) rownania liniowego
niejednorodnego.
Jezeli rownanie liniowe niejednorodne jest postaci

y'+p-y=f(x) o — stata

oraz funkcja f(x) jest wielomianem, funkcjg postaci e™ , asinox +bcos ax sumg
(kombinacjg liniowg) lub iloczynem tych funkcji, wowczas przewidujemy rozwigzanie

szczegblne V analogicznej postaci.



Rownaniem Bernoulliego nazywamy rownanie rézniczkowe postaci
y'+p(x)y=f(x)y*

gdzie o € R oraz p, f sg funkcjami ciggtymi w pewnym przedziale.
Dla n=01lubn=1 otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe.
Stosujemy podstawienie

I-o r _ '
y =z (dlaoc;éO,oc;él) stad y—l_az_

Po podstawieniu otrzymujemy rdownanie rozniczkowe liniowe o nowej funkgji
niewiadomej z
1

I—o

z' +p(x)z = f(x)



Rownanie zupetne

Réwnanie postaci

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0

gdzie funkcje P(x, y) i Q(x, y) maja ciggte pochodne czastkowe rzedu pierwszego w
obszarze jednospdjnym oraz

P _RQ
oy  OX

nazywamy rownaniem rozniczkowym zupetnym.



Inne rownania

Réwnanie Lagrange’a (czyt. lagranza):

y="f(y)x+f,(y)

Réwnanie Clairauta (czyt. klero):

y=y'x+f(y’')

Rodwnanie Ricattiego (czyt. rikatiego):

y'=p(x)y* +q(x)y+r(x)



Szczegolne przypadki rownan rzedu drugiego
1.Réwnanie postaci

V"= /()
Rownanie to rozwigzujemy za pomocg dwukrotnego catkowania prawej strony

y’=ff(x)dx=<p(X)+C1, stad yj = y(x)+ Cx+C,

czyli
y=y(xC,G)

2. Réwnanie postaci V' = f(x, y')
RAwnanie to nie zawiera w sposdb jawny y. Stosujemy podstawienie ' =2, stad
y"=p". Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie rdozniczkowe pierwszego rzedu o

niewiadomej funkcji 2 = p(x)
p' = f(x, p)



3. Réwnanie postaci »" = f(». »')

Rownanie to nie zawiera w postaci jawnej zmiennej niezaleznej x. Stosujemy
podstawienie

y'=p, p=p(»)
stad

yi=p.=p,- Yy =p-p,

Po podstawieniu otrzymujemy rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu
o niewiadomej funkcji P = P()/)

p-p,=f(»p)



Liniowe jednorodne rownania rzedu drugiego o statych wspofczynnikach
Réwnanie postaci ¥ +a@y'+by=0 a,beR pnazywamy réwnaniem rézniczkowym
jednorodnym drugiego rzedu o statych wspotczynnikach. Szukamy rozwigzan

rownania postaci ¥=e" (r — stata). Po podstawieniu ¥ »'» ¥" otrzymujemy
rownanie (liczcbowe) charakterystyczne:

rP+ar+b=0
1. Jezeli A=a’>—-4b>0, wéwczas rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego jest
postaci

_ nx X
y=Ce" +(C,e*

gdzie 7-7> sg réznymi pierwiastkami rownania charakterystycznego, a GG,
dowolnymi statymi.



2. Jezeli A=0, wéwczas rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego jest postaci

. 1oX 1oX
y=Ce" +Cxe®

gdzie 7o jest pierwiastkiem podwdjnym réwnania charakterystycznego, a ¢i» G,
dowolnymi statymi.

3. Jezeli A <0, wéwczas rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego jest postaci
y =C.e”"sinpx+C,e"" cospx

gdzie a=rer, B=imr, =0+ Pl r jest jednym z pierwiastkéw zespolonych

rownania charakterystycznego, ¢, G sg dowolnymi statymi.



Przyktad 1

y’+3y’—4y=0

stgd rownanie charakterystyczne:

F+3r-4=0

ktdrego pierwiastkami sq:
ri=-4,r,=1
mamy wiec dwa rozwiqzania szczegofowe:

4x .
yi=e x’yz=ex

i rozwiqgzanie ogdlne:

y=Ciy;+Cry,=Cr e +C,e"



Przyktad 2

y”’+8y’+25y =0

stgd rownanie charakterystyczne:

¥ +8r+25=0
dla ktorego

A=-36,Va=6i

i pierwiastkami sq:
ri==-4-3i,r,=-4+3i

stgd:a=-4i6=3
mamy wiec dwa rozwiqzania szczegofowe:

-4 . . -4
yi=e " sin3xiy,=e"" cos3x

i rozwiqgzanie ogdlne:
-4x . -4
y=Ciy1+C,y,=C;e" " sin3x+C,e" cos3x



Liniowe niejednorodne rownania rzedu drugiego
o statych wspotczynnikach

Réwnanie postaci:

yv'+ay'+by =f(x)
nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym niejednorodnym rzedu drugiego o
statych wspotczynnikach.



1) Metoda przewidywan (metoda wspoétczynnikdw nieoznaczonych)
Rozwigzanie ogdlne rownania liniowego niejednorodnego jest postaci

Y=Yty
gdzie Yo jest rozwigzaniem ogolnym rownania liniowego jednorodnego, natomiast

Y jest dowolnym rozwigzaniem szczegdlnym (catka szczegdlng) rownania liniowego

niejednorodnego.
- :
Jezeli funkcja f(x) jest wielomianem, funkcja postaci € (a cos fix +bsin Bx) , Suma

(kombinacjg liniowg) lub iloczynem powyzszych funkcji, wowczas przewidujemy

rozwigzanie szczegdlne V analogicznej postaci.



2) Metoda uzmienniania (wariacji) statych

a. Znajdujemy rozwigzanie ogodlne (catke ogdlng) réwnania liniowego jednorod-
nego, ktore jest postaci

y=Cy+Gy,
b. Uzmienniamy state G, G,

Rozwigzujgc uktad rownan

{Cl’(X)yl +C5(x)y, =0
Cy(x)y; +Cy(x)y; = f(x)

znajdujemy funkcje G(x).G(x), dla ktdrych yzCl(x)y1+C2(x)y2 jest rozwia-
zaniem ogolnym rownania liniowego niejednorodnego.



Roéwnaniem rdézniczkowym jednoparametrowej rodziny krzywych ptaskich R

nazywamy réwnanie rézniczkowe, dla ktdrego rodzina R jest rodzing wszystkich
krzywych catkowych (rozwigzanie ogdlne). Aby otrzymaé rodwnanie rdzniczkowe

rodziny R rézniczkujemy réwnanie F(x,»,C)=0 wzgledem x, a nastepnie
rugujemy parametr C z uktadu réwnan:

(F(x, v, C) =0
\Fx’(x, v, C) =0

i otrzymujemy rownanie rozniczkowe

CD(x, ¥V, y’) =0
y=x"+C
ﬁ+C—y=O
2x+0 -y =0stad y’ = 2x



Trajektorig izogonalng jednoparametrowej rodziny krzywych R nazywamy
krzywa ptaska, ktora przecina kazdg krzywg rodziny pod tym samym katem
O, Jezeli a jest katem prostym, wowczas trajektorie izogonalng nazywamy
trajektorig ortogonalina.

Aby otrzymac réwnanie trajektorii ortogonalnych, w rownaniu rozniczko-

1
wym rodziny R podstawiamy za V', I otrzymujemy roéwnanie roznicz-

kowe rodziny trajektorii ortogonalnych R

CD(x, v, —i'j =0
y

ktorego rozwigzaniem ogolnym jest rodzina trajektorii ortogonalnych R ro-
dziny R.



Sposdb wyznaczania rownania rodziny trajektorii izogonalnych (iR) rodziny
krzywych:

1. Znajdujemy réwnanie rézniczkowe rodziny krzywych R : O(x,y,y')=0,
2. W réwnaniu rézniczkowym (I)(x, Y y’) =0 podstawiamy za ' (wspétczyn-

nik kierunkowy stycznej do krzywej rodziny )

y'Fm
1+my’”

m=1tg o
i otrzymujemy rownanie rozniczkowe trajektorii izogonalnych R

(D(x, ya y +mj :O
1+ my'

3. Rozwigzanie ogdlne (catka ogdlna) otrzymanego réwnania przedstawia
jednoparametrowa rodzine trajektorii izogonalnych R" rodziny R

F*(x, v, C): 0



Obwiednia jednoparametrowej rodziny krzywych R, F(x, 5, C)=0 nazy-
wamy krzywg spetniajgcg warunki:

a) krzywa nie nalezy do rodziny R,

b) w kazdym swoim punkcie jest styczna do krzywej rodziny R,
c) jest styczna do kazdej krzywej rodziny R .

Rownanie obwiedni rodziny R (o ile istnieje) otrzymujemy w wyniku
rugowania parametru C z uktadu rownan

{F(x, »,C)=0

Fc’(x, v, C) =0 (Fc' — pochodna wzgledem c)



