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Niniejsze materiaty stuzg do utrwalenia wiadomosci wprowadzonych na wyktadzie i zawartych w Ma-
teriatach do zajec¢ audytoryjnych. Poszczegblne rozdziaty i uktad wyjasnianych pojec jest identyczny
jak w Materiatach do zajec¢ audytoryjnych. Pozwoli to na jednoczesne korzystanie z obu czesci. Niniej-
sze materiaty sg zbudowane w ten sposdb, ze dla poszczegdlnych pojec¢ rozwigzane sg najpierw przy-
ktadowe zadania, a nastepnie jest lista zadan do samodzielnego rozwigzywania.

Rozdziat I. Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

Na poczatek podamy kilka przyktadéw przestrzeni zdarzen elementarnych.

Przykfad 1

Doswiadczenie polega na trzykrotnym rzucie monetq. Zbiér Q sktada sie z 8 zdarzen elementarnych,
ktorymi sg 3-elementowe ciagi (X, v, z), gdzie kazdy element tego ciggu oznacza wynik rzutu monetg
(olubr).

Q={(0,0,0), (0,0,r),(0,r,0), (r,0,0), (0,r,1), (r,0,r), (1,1,0), (I,1,1)}
Przykfad 2

Doswiadczenie polega na tym, ze trzy kule: biatg, czerwong i zielong wrzucono ,,na chybit trafit” do
dwéch szuflad oznaczonych cyframi 1i 2. Kazdej z kul mozemy przyporzadkowac liczbe 1 gdy trafi do
pierwszej szuflady lub liczbe 2 gdy trafi do drugiej szuflady. Mozna to zapisa¢ w ten sposdb, ze zawar-
tosc¢ pierwszej szuflady bedziemy zapisywac jako pierwszy element dwuwyrazowego ciggu, a zawar-
tosc drugiej szuflady jako drugi element tego ciggu. W przypadku pustej szuflady wstawiamy na od-
powiednim miejscu kreske. Mamy wiec nastepujaca przestrzen wynikéw:

Q ={(bcz, -),(bc, 2), (bz, c), (zc, b), (b, cz), (c, bz), (z, bc), (-, bcz)}

Przyktad 3

Doswiadczenie polega na tym, ze z 5 cyfr: 1, 2, 3, 4, 5 wybieramy losowo 2 i tworzymy z nich liczbe
(kazdg cyfre mozna wykorzystaé tylko 1 raz). Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze, ze
utworzona liczba jest podzielna przez 3.

0 ={12,13, 14,15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54}

A ={12,15, 21, 24, 42, 45, 51, 54}

Zadania

1. Rzucamy dwa razy kostkg do gry. Okresl przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A —
suma wyrzuconych oczek jest wieksza od 9, B —w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek.

2. Do pociagu, ktory sktada sie z 3 wagonow wsiada losowo 3 studentow (P, R, S). Wyznacz prze-
strzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A — w pierwszym wagonie jedzie dwdch studen-
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téw, B — w drugim wagonie jedzie co najwyzej 1 student, C —studenci P i S wsigdg do tego sa-
mego wagonu.

3. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Okre$l przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A —
suma wyrzuconych oczek jest wieksza od 9, B — w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek.

4. Trzech studentow (W, X, Y) losuje miejsca w czteromiejscowym rzedzie w samolocie. Wyznacz
przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A — student W siedzi bezposrednio obok stu-
denta X, B — student X siedzi na lewo od Y.

5. Rzucamy cztery razy moneta. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A —za
drugim razem wypadt orzet, B — trzy razy wypadt orzet.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Zajmiemy sie najpierw zadaniami, w ktdrych mozna wypisa¢ wszystkie elementy przestrzeni zdarzen
elementarnych.

Przyktad 4

Trzech studentow (X, Y, Z) losuje miejsca w czteromiejscowym rzedzie w samolocie. Wyznacz prze-
strzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A — student Y siedzi bezposrednio obok studenta X, B —
student X siedzi na lewo od Z. Oblicz prawdopodobienstwa: P(A), P(B), P(ANB), P(AUB).

Rozwigzanie
Pierwszym problemem, z ktdrym nalezy sie uporaé to sposdéb w jaki zapisywac zdarzenia elemen-

tarne. Moga to by¢ rézne formy rysunkdw, schematdéw, symboli, itp. Tutaj zastosujemy ciagi cztero-
elementowe o wyrazach: X, Y, Z, P. Miejsce litery odpowiadajgca danemu studentowi w ciggu odpo-
wiada miejscu zajmowanemu przez studenta w samolocie. Litera P oznacza miejsce puste. Stad

Q = {XYZP, XYPZ, XZYP, XZPY, XPYZ, XPZY, YXZP, YXPZ, YZXP, YZPX, YPXZ, YPZX, ZXYP, ZXPY, ZYXP,
ZYPX, ZPXY, ZPYX, PXYZ, PXZY, PYXZ, PYZX, PZXY, PZYX}

Jak wida¢ n(QQ)=24.

Zdarzeniu A sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne: XYZP, XYPZ, YXZP, YXPZ, ZXYP, ZYXP, ZPXY,
ZPYX, PXYZ, PYXZ, PZXY, PZYX, czyli n(A)=12.

Zdarzeniu B sprzyjajg nastepujgce zdarzenia elementarne: XYZP, XYPZ, XZYP, XZPY, XPYZ, XPZY, YXZP,
YXPZ, YPXZ, PXYZ, PXZY, PYXZ, czyli n(B)=12.

Zdarzeniu AMB sprzyjajg nastepujgce zdarzenia elementarne: XYZP, XYPZ, YXZP, YXPZ, PXYZ, PYXZ (te
ktére sg jednoczesnie w A i w B) czyli n(AnB)=6.

Zdarzeniu AUB sprzyjajg nastepujgce zdarzenia elementarne: XYZP, XYPZ, YXZP, YXPZ, ZXYP, ZYXP,
ZPXY, ZPYX, PXYZ, PYXZ, PZXY, PZYX, XZYP, XZPY, XPYZ, XPZY, YPXZ, PXZY, czyli n(ALB)=18.

n(A)

n(Q)

Zgodnie z klasyczng definicja prawdopodobienstwa: P(A)= , mamy wiec:



BANEA *
ST % UNIA EUROPEJSKA Madal
KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI |+
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 'chrg\; FUNDUSZ SPOLECZNY * ok
(A):”(A):E:l P(B):n(B):Ezl P(AmB):n(AmB):izl
n(Q) 24 2 n(Q) 24 n(Q) 24 4
P(AUB)= n(AvB)_18_3
n(Q) 24 4

W analogiczny sposdb nalezy rozwigzywac ponizsze zadania.

6.

10.

11.

Z 6 — osobowej grupy studentéw (Polak, Czech, Niemiec, Anglik i dwdch Wegrdow) losujemy
dwéch studentéw. Okresl przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia i ich prawdopodo-
bienstwa: A — wsrdd wylosowanych jest Polak; B — wsrédd wylosowanych jest co najmniej jeden
Wegier ; C—wsrdd wylosowanych nie ma Niemca.

Do pociggu, ktéry sktada sie z 4 wagonéw wsiada losowo 2 studentéw (P i R). Wyznacz prze-
strzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A —w pierwszym wagonie jedzie dwdch studen-
téw, B — w drugim wagonie jedzie co najwyzej 1 student, C —studenci P i R wsigdg do tego sa-
mego wagonu. Oblicz prawdopodobienstwa: P(A), P(B), P(AnB), P(ALC).

Przy Watach Chrobrego majg przycumowac zaglowce: Sedov, Dar Mtodziezy, Kruzenshtern i Lord
Nelson. Kolejnos¢ cumowania jest przypadkowa. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym,
ze Sedov cumuje bezposrednio za Darem Mfodziezy, a B to zdarzenie polegajgce na tym, ze Kru-
zenshtern cumuje miedzy Sedov i Lord Nelson. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych oraz
zdarzenia A, B, ANB, AUB iich prawdopodobieristwa.

Dwie kule: biatg i czerwong wrzucono ,,na chybit trafit” do czterech szuflad oznaczonych cyframi
1, 2,3 i 4. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych oraz zdarzenia: A — w szufladzie nr 5 nie
ma kuli czerwonej, B — w szufladzie 4 jest co najwyzej 1 kula. Oblicz prawdopodobieristwa: P(A),
P(B), P(AMB), P(AUB).

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu 3 sposrdd 4 kartek z cyframi, na ktérych sg cyfry:
2,3, 4,5 iutworzeniu z nich liczby. Okreslone sg zdarzenia: A — utworzona liczba jest mniejsza
niz 253, B — utworzona liczba jest nieparzysta. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych oraz
zdarzenia A, B, AnB, AUB i ich prawdopodobierstwa.

Rzucamy dwoma kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze suma
wyrzuconych oczek jest podzielna przez 4, a B oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze na jednej
z kostek (tylko jednej) jest parzysta liczba oczek. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych
oraz zdarzenia A, B, AnB, AUB i ich prawdopodobieristwa.

Elementy kombinatoryki

W ponizszych zadaniach bedziemy stosowac klasyczny model prawdopodobienistwa, a do wyznacza-

nia ilosci zdarzen elementarnych wykorzystamy wzory na ilos¢ permutacji, kombinacji i wariacji.

Przyktad 5

Z 9 osobowej grupy studenckiej, w ktorej jest 3 Japonczykow, 2 Francuzéw i 4 Polakéw, losujemy 5

0s6b. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenie A, polegajacego na tym, ze wéréd wylosowanych

znajduje sie co najwyzej 1 Polak?
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Rozwigzanie
Doswiadczenie losowe polega tu na wylosowaniu mniejszego zbioru z wiekszego, czyli mamy tu do

9 9!
czynienia z kombinacjami. Stad n(Q) :Cg;’ :[J:m =126. Natomiast dla zdarzenia A trzeba

rozpatrzyé dwa warianty, bo wyrazenie ,,co najwyzej 1 Polak” oznacza, ze moze to by¢ doktadnie 1
Polak lub moze ich nie by¢ wcale, czyli w jezyku kombinatoryki 0 Polakéw. Stad ilos¢ takich 6 — oso-
bowych grup w ktérych jest 1 Polak obliczamy nastepujaco: Ci -Cé. Pierwsza kombinacja oznacza, ze

wybieramy 1 Polaka z czterech, ktdrzy sg w grupie, druga kombinacja oznacza, ze losujemy jeszcze
czterech studentdw obcokrajowcéw (bo musi ich byé w sumie 5, zgodnie z trescig zadania). Mamy

20
wiec n(A)=C;, -C; =20. Czyli prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi P(A)=E ~0,16

Przyktad 6

Wokét okragtego stotu jest 8 ponumerowanych miejsc. 8 0séb losuje miejsca przy tym stole. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze dwie konkretne osoby bedg siedzie¢ obok siebie (zdarzenie B)?

Rozwigzanie

Doswiadczenie losowe polega tu na usadzeniu 8 oséb na 8 miejscach, czyli utworzeniu ciggu 8 — wy-

razowego z 8 elementdw. Mamy wiec tu do czynieni z permutacjami. Stad n(Q)ng =81=40320, a

dla zdarzenia B mamy: n(B) =8-P,-P, =11520. Poszczegblne czynniki tej liczby oznaczaja:

8 — liczba takich miejsc przy stole, gdzie wyrdznione osoby siedzg obok siebie (patrz rysunek);

O
O @)
O O
O @)

P, — liczba mozliwosci zajecia dwdch miejsc obok siebie przez wyrdznione osoby;

P¢ — liczba mozliwosci zajecia pozostatych miejsc przez pozostate 6 oséb.

11520 = 2 ~0,286.
40320 7

Stad prawdopodobienstwo zdarzenia B wynosi P(B):

Przyktad 7

Trzy osoby wsiadajg losowo do pociggu, sktadajgcego sie z 7 wagondw. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze kazda z tych oséb odbedzie podréz w innym wagonie (zdarzenie C)?
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Rozwigzanie

Doswiadczenie losowe polega tu na przyporzadkowaniu poszczegdlnym osobom numeru wagonu do
ktorego wsigda. Tworzymy wiec w tym przypadku ciggi 3 — wyrazowe ze zbioru 7 — elementowego.
Ponadto w przestrzeni wynikdéw uwzgledniamy te sytuacje, kiedy podrdzujacy wsiadajg do tego sa-

mego wagonu. Mamy wiec tu do czynieni z wariacjami z powtérzeniami: n(Q)=W; =7° =343

Dla zdarzenia C stosujemy wariacje bez powtdrzeri: n(C)=V,' =7-6-5=210. Stad prawdopodobieri-

210 30
stwo zdarz C P(C)==——=="-~0,612.
343 49

Zadania

12. Wokét okragtego stotu jest 10 ponumerowanych miejsc. 10 oséb losuje miejsca przy tym stole.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dwie konkretne osoby bedg siedzie¢ naprzeciw siebie?

13. Losujemy 8 oséb z | roku IM (52 studentdw). Jakie jest prawdopodobienstwo, ze potowa z
wylosowanych to studenci | IM C1 (28 studentow)?

14. Na sali jest 12 fawek w 4 rzedach. 12 studentéw losuje miejsca na sali. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze studenci A, B i C bedg siedzieli w tym samym rzedzie?

15. Pietnastu studentéw losuje miejsce swojej praktyki na jednym z pieciu proméw (po 3 studentéw
na prom). Jakie jest prawdopodobienstwo, ze studenci X i Y bedg odbywa¢ praktyke na tym sa-
mym promie?

16. W 45 osobowej grupie jest 12 Polakéw. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wsréd wylosowa-
nych 8 oséb jest co najwyzej 4 Polakow?

17. Trzy osoby wsiadajg losowo do pociggu, sktadajgcego sie z 5 wagondw. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze kazda z tych oséb odbedzie podréz w innym wagonie?

18. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w losowo dobranej grupie 23 oséb, znajda sie co najmniej
dwie, ktdre obchodzg urodziny tego samego dnia? (Przyja¢ 365 dni w roku).

19. Z7cyfr: 1, 2,3, 4,5, 6, 7 wybieramy losowo 3 i tworzymy z nich liczbe. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze utworzona liczba jest podzielna przez 3?

20. Losujemy 5 liczb z 35 ( od 1 do 35). Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 2 z nich sg wieksze od
21?

Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Przyktad 8

Dwa statki przeptywajg przez kanat w przeciwnych kierunkach. Statek A w kierunku E — W, a statek B
w kierunku W — E. Statek A spodziewany jest na wejsciu do kanatu miedzy godzing 10 a 11. Podobnie
statek B, spodziewany jest na wejsciu do kanatu miedzy godzing 10 a 11. Czas przeptyniecia catego
kanatu wynosi 15 minut, tak dla jednostki A, jak i B. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia C,
polegajgcego na tym, ze statki A i B ming sie w kanale.

Kazdy ze statkéw moze pojawic sie na wejsciu do kanatu w dowolnym momencie miedzy godzing 10
a 11. Stad przestrzenig wynikdéw jest zbidr par takich momentéw czyli

Q={(t,1t,):gdzie t, €(10°,117) it, (10,117}
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Zbiér ten mozna przedstawic graficznie w ukfadzie wspdtrzednych Oxy:

1100

1000

L A

10% 11%°

Miarg tego zbioru jest pole kwadratu o boku 1, czyli 1 (jednostke mozemy poming¢, jednak nalezy
pamietac, zeby wszystkie obliczenia wykonywac¢ w tych samych jednostkach, czyli w tym przypadku w
godzinach).

Zeby statki spotkaty sie w kanale drugi statek musi pojawic¢ sie na wejéciu do kanatu maksymalnie 15
minut po wejsciu do kanatu pierwszego statku, czyli roznica czaséw t, — tg lub tg — t, musi by¢ mniej-
sza od 15 minut czyli % godziny. Stad Cz{(tA,tB):gdzie It, —tB|<0,25} . Graficznie przedstawia sie to
nastepujaco:

AKX

1100

1000 y
10 10° 110 g

Miarg zbioru C jest pole szesciokata, ktdre mozna obliczy¢ odejmujac od pola catego kwadratu pola
dwaoch tréjkatéw poza zbiorem C. S3 to tréjkaty rownoramienne prostokatne, ktérych ramiona majg
dtugos¢ 0,75, czyli pole szesciokata wynosi 0,5625. Stagd prawdopodobienstwo zdarzenia C jest
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Zadania

21.

22.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma kwadratéw pierwiastkdw réwnania x* +2ax+b=0

jest wieksza od 2, jezeli liczby a i b wybieramy przypadkowo z przedziatu (-2,3).
Wybieramy losowo punkt z kwadratu {(x,y):|x| <2ilyl SZ} , Jakie jest prawdopodobieristwo

tego, ze wylosowany punkt nalezy do obszaru opisanego nieréwnoscia: y < x°.

Witasnosci prawdopodobienstwa

Najczesciej bedziemy wykorzystywac wzér na prawdopodobienstwo sumy zdarzen czyli nastepujaca
wtasnosé: P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

Przyktad 9

Rzucamy trzema kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze na kazdej kostce

liczba wyrzuconych oczek jest wieksza niz 2, a B oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma oczek

jest podzielna przez 9. Oblicz P(AUB).

Rozwigzanie

n(Q)=W; =6’ =216, n(A)=W, =4’ =64 bo na kazdej kostce mamy 4 mozliwosci

Na zdarzenie B bedg sie sktadac takie zdarzenia elementarne, dla ktérych suma wyrzuconych oczek

wynosi 9 lub 18. Ten drugi wariant zachodzi tylko dla jednego zdarzenia elementarnego: (6, 6, 6).

Natomiast suma jest 9, gdy sumujemy 1,2,6lub 1, 3,5lub 1, 4, 4 lub 2, 3, 4. Dla pierwszego, dru-

giego i czwartego zestawu liczb uwzgledniamy 6 mozliwosci uzyskania takich liczb oczek na réznych
kostkach. Natomiast dla 1, 4, 4 mamy tylko 3 mozliwosci: (1, 4, 4), (4, 1, 4) i (4, 4, 1). Stad
n(B)=3-6+3+1=22

64 22 1
Mamy wiec P(A)=——,P(B)=——,P(ANnB)=——,bo tylko jedno zdarzenie jest wspdlne dla A i B.
yq()216()216( )216 yiee! ) P
85
Stad P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AmB)=E
Zadania
23. Z talii 24 kart wylosowano 4. Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsréd wylosowa-

24.

nych kart znajduje sie 1 dama, a B oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsréd wylosowanych
kart znajdujg sie co najmniej 2 piki. Oblicz P(AUB).

Z 30 osobowej grupy studenckiej, w ktérej jest 6 Japoriczykdw, 12 Francuzéw i 12 Polakéw, losu-
jemy 5 oséb. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze wsréd wylosowanych znajduje sie
co najmniej 1 Polak, a B oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsréd wylosowanych znajduje
sie 2 Europejczykow. Oblicz P(AUB).
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Zdarzenia niezalezne

Przyktad 10
Z talii 24 kart wylosowano 3. Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsrdd wylosowanych

kart znajduje sie 1 dama, a B oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsréd wylosowanych kart
znajduje sie 1 pik. Sprawdzimy czy zdarzenia A i B sg niezalezne.
760

n(Q)=C,,=2024, n(A)=C,-C;, =760, n(B)=C; -C;; =918. Stad P(A):m iP(B)

918
2024

Natomiast dla zdarzenia ANBtrzeba rozwazyé dwa warianty, bo zdarzenie ANB oznacza, ze wséréd
wylosowanych ma by¢ 1 dama i 1 pik, a mozliwa jest tu taka sytuacja, ze dama jest jednoczesnie pi-
kiem. Dlatego obliczymy najpierw ilos¢ zdarzen elementarnych dla wariantu, w ktérym wylosujemy
dame niepikows i jakiegos pika, ktéry nie jest damg i jeszcze jedng karte, ktdra nie jest ani pikiem, ani
dama: C; -C. -C;, =225. Nastepnie dla drugiego wariantu, w ktérym wylosujemy dame pikowsq i jesz-

cze dwie karty, ktéra nie sg ani pikiem, ani damg, mamy: Cll-Cf5=105. Stad
330 .

n(ANB)=225+105=330 i P(AmB):m. Zeby stwierdzi¢ niezalezno$¢ zdarzen A i B sprawdzamy

czy P(ANB)=P(A)-P(B).

760 918 43605
P(A)-P(B)= : =

2024 2024 256036
nia A i B nie sg niezalezne (raczej nie uzywamy tu okreslenia ,sg zalezne”).

i nie jest to liczba réowna P(ANB), dlatego mowimy, ze zdarze-

Przyktad 11
Oblicz niezawodnos¢ ponizszego uktadu, przy zatozeniu, ze poszczegdlne elementy dziatajg niezalez-

nie i niezawodno$¢ kazdego z nich wynosi g=0, 7.

e

)
N\

Zeby lepiej wyjasni¢ sposéb wyznaczania niezawodnosci uktadu oznaczymy najpierw poszczegdlne
elementy.

®
o

©

®

Zaczynamy zawsze od znalezienia dwéch elementéw potgczonych réwnolegle lub szeregowo, w tym
wypadku sg to B i C. Obliczamy niezawodnos$¢ tego podukfadu ztozonego tylko z tych dwéch elemen-
téw. Oznaczmy ten poduktad symbolem X. Stad prawdopodobienstwo zadziatania poduktadu X jest

réwne P(X)=P(BuUC)=P(B)+P(C)-P(B)-P(C)=0,7+0,7-0,7-0,7=0,91

Traktujgc poduktad elementéw B i C jako jeden element, mozemy caty uktad przedstawi¢ w nowej
postaci:

10
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®

Dla powyzszego uktadu bierzemy poduktad sktadajgcy sie z elementéw A i X (oznaczmy go symbolem
Y). Jest to uktad szeregowy, stad P(Y)=P(AnX)=P(A)-P(X)=0,7-0,91=0,637
Mozemy teraz caty uktad przedstawi¢ w nowej postaci:

)
v

®

Mamy teraz do czynienia ze zwyktym potgczeniem réwnolegltym, wiec niezawodnos¢ catego uktadu
wynosi: N=P(YuwD)=P(Y)+P(D)—P(Y)-P(D)=0,637+0,7-0,637-0,7=0,8911

Zadania

25.

26.

27.

29.

Rzucamy dwoma kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wy-
rzuconych oczek jest podzielna przez 9, a B oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze na kazdej
kostce jest parzysta liczba oczek. Sprawdz czy zdarzenia A i B sg niezalezne.

Rzucamy dwoma kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze iloczyn wy-
rzuconych oczek jest podzielny przez 4, a B oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wy-
rzuconych oczek jest nieparzysta. Sprawdz czy zdarzenia A i B sg niezalezne.

Samochdd przejezdza przez trzy skrzyzowania z sygnalizacja Swietlng niezsynchronizowana.
Prawdopodobienistwo zatrzymania sie na skrzyzowaniu wynosi odpowiednio: 0,5 na pierwszym,
0,6 na drugim i 0,8 na trzecim. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze samochéd:

zatrzyma sie tylko na pierwszym skrzyzowaniu;

zatrzyma sie tylko na trzecim skrzyzowaniu;

zatrzyma sie tylko na jednym skrzyzowaniu;

nie zatrzyma sie tylko na pierwszym skrzyzowaniu;

nie zatrzyma sie tylko na jednym skrzyzowaniu;

nie zatrzyma sie na zadnym skrzyzowaniu.

. Oblicz niezawodnos¢ ukfadu, przy zatozeniu, ze poszczegdlne elementy dziatajg niezaleznie i nie-

zawodnosc kazdego z nich wynosi g=0,9.

Oblicz niezawodnos$¢ uktadu, przy zatozeniu, ze poszczegélne elementy dziatajg niezaleznie i nie-
zawodnosc¢ kazdego z nich wynosi g=0,7.

s

11
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30. Oblicz niezawodnos¢ uktadu, przy zatozeniu, ze przekazniki dziatajg niezaleznie i niezawodnos¢
kazdego z nich wynosi g=0,75

00) $

Prawdopodobienstwo warunkowe
Jezeli P(A)>O, to prawdopodobierstwem warunkowym zajscia zdarzenia B pod warunkiem zajscia

zdarzenia A nazywamy liczbe

P(B|A)=—P(PA(:)B)

Przyktad 12

W pewnej stacji meteorologicznej, przez 600 dni prowadzono obserwacje dotyczgce poziomu cisnie-
nia i sredniej temperatury w ciggu doby. Ponizsza tabela przedstawia liczebnosci zaobserwowanych
zdarzen. A oznacza zdarzenie: Srednia dobowa temperatura byta wieksza niz 10°C (w uproszczeniu:
wysoka temperatura). A’ to zdarzenie przeciwne do A (w uproszczeniu: niska temperatura). B oznacza
zdarzenie: $redni poziom cisnienia w ciggu doby jest wiekszy niz 1000 hPa. B’ to zdarzenie przeciwne
do B.

A A suma
B 100 50 150
B’ 150 300 450
suma 250 350 600

Wykorzystujgc czesto$¢ zdarzenia do oszacowania jego prawdopodobienstwo, mozna wyznaczyc
prawdopodobienstwa poszczegdlnych zdarzen. Rozpatrzmy zdarzenie B. Liczba dni, w ktérych zaob-
serwowano wysokie ci$nienie i w ktérych temperatura byta wyzsza od 10°C wynosi 100. Natomiast
liczba dni, w ktérych zaobserwowano wysokie cisnienie i w ktdrych temperatura byta nizsza od 10°C
wynosi 50. Stad catkowita liczba dni, w ktdorych byto wysokie cisnienie, wynosi 150 i wtedy prawdo-
podobieristwo P(B)=250/600. Natomiast prawdopodobienstwo tego, ze jednoczesnie zaobserwo-
wano wysokie ci$nienie i wysoka temperature wynosi P(ANB)= 100/600. Jezeli rozpatrzymy tylko te
150 dni, w ktérych zaobserwowano wysokie cisnienie, to jest wsrdd nich 100, w ktérych temperatura
byta wyzsza od 10°C. Stad prawdopodobienstwo tego, ze temperatura byta wyzsza od 10°C, pod wa-
runkiem, ze zaobserwowano wysokie cisnienie wynosi 100/150. Jest to prawdopodobieristwo P(A|B)
(prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zajdzie zdarzenie B). Obliczmy jeszcze
inne prawdopodobienstwa warunkowe na podstawie powyzszej tabeli. P(A|B’) = 150/450, bo ograni-
czamy sie tylko do tych dni, w ktérych poziom cisnienia niski (jest ich 450) i rozpatrujemy te, w kté-
rych temperatura byta wysoka (jest ich 150). P(BJA) = 100/250, bo ograniczamy sie tylko do tych dni,

12
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w ktdrych temperatura byta wysoka (jest ich 250) i rozpatrujemy te, w ktérych poziom opadéw byt
wysoki (jest ich 100). Prawdopodobienstwa powyzsze mozemy réwniez obliczaé korzystajac z poda-
nego na poczatku wzoru:

100
P(A|B)=P(Am3)= 600 _100
P(B) 150 150
600
Zadania

31. Na podstawie ponizszej tabeli liczebnosci, okresl prawdopodobieristwa: P(A), P(C), P(D), P(AID),
P(BIA), P(DIA).

B C D
A 100 200 100
A 150 250 300

32. Na pewnym odcinku Odry zanotowano 400 przejs¢ srodlgdowych statkdw polskich (P) i niemiec-
kich (N). Wsréd nich byty barki pojedyncze (B) i zestawy barek (Z). Na podstawie ponizszej tabeli
liczebnosci wyznacz prawdopodobienstwa warunkowe: P(P|B), P(P|Z), P(NIB), P(BIN) i P(Z|P).

B Y4
40 50
160 150

Prawdopodobienstwo catkowite
Przyktad 13

W hipermarkecie znajdujg sie telewizory pochodzace z trzech krajow: 67% z Chin, 16% z Tajwanu i
reszta z Filipin. Wady posiada przecietnie: 5% telewizoréw chinskich, 3% tajwanskich i 2% filipinskich.
Obliczy¢: prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany telewizor nie posiada wad.

Rozwigzanie

Zadanie to mozna rozwigzac stosujgc drzewo zdarzen.

elewizory w hipermarkecie

0,67 0,17

0,16

z Chin z Filipin

z Tajwanu g
0,95 0.05 0,02
0,97 0,03 0,98
sprawny

wadliwy wadllwy

wadliwy sprawny
sprawny

13



B *

N UNIA EUROPEJSKA >
KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI | 4
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI 'we;*"m\e‘ FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

Jezeli jako S oznaczymy zdarzenie, ze wylosowany telewizor jest sprawny, to P(S) obliczymy mnozac

prawdopodobienstwa na poszczegdlnych ,gateziach” drzewa zdarzen prowadzacych do wyniku

»Sprawny”, a nastepnie sumujgc wyniki dla wszystkich takich gatezi. Mamy wiec:
P(S)=0,67-0,95+0,16-0,97+0,17-O,98=0,9583

Rozwigzanie jest identyczne jesli rozwigzemy je wg schematu podanego w Materiatach do zaje¢ au-

dytoryjnych.

Zadania

33.

34.

35.

W pudetku A znajduje sie 5 kul biatych i 7 kul czarnych. Wybieramy losowo jedng kule. Jezeli
wylosujemy kule biatg losujemy ponownie jedng kule z tego pudetka, a jezeli wylosowalismy kule
czarng, losujemy jedng kule z pudetka B, w ktérym znajduje sie 7 kul biatych i 8 kul czarnych. Ja-
kie jest prawdopodobienistwo, ze w drugim losowaniu wybierzemy kule biatg?

Na pewnym odcinku toru wodnego mozliwy jest ruch dwukierunkowy. Zdarza sie on 4 razy rza-
dziej niz ruch jednokierunkowy. Dla ruchu dwukierunkowego prawdopodobienistwo awarii nawi-
gacyjnej na tym odcinku wynosi 0.003, a dla ruchu jednokierunkowego 0.0005. Wyznacz catko-
wite prawdopodobienstwo awarii nawigacyjnej na tym odcinku toru wodnego.

10% floty pewnego armatora stanowia chemikaliowce, 34% to masowce, a reszta to kontene-
rowce. Sposrdod chemikaliowcdw potowa to statki starsze niz 20 lat. Sposrdod masowcéw 30% to
statki starsze niz 20 lat. Natomiast sposréd kontenerowcdéw, co czwarty ma powyzej 20 lat. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany statek tego armatora, ma nie wiecej niz 20 lat?

Wzér Bayesa
Przyktad 14

Kontynuujac Przykfad 13, obliczymy teraz prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze wybrany tele-

wizor zostat wyprodukowany w Chinach, jezeli stwierdzono, ze posiada wady, czyli P(Ch|w). Stosu-

jemy tu nastepujgcy wzér Bayesa

P(l8)=

P(A)-P(BIA,) :P(A,.)-P(B|A,.)

iP(A,.)-P(B|A,) P(8)

Oznacza on, ze prawdopodobienstwo ,gatezi” prowadzgcej do wyniku , wadliwy” wsrdd telewizorow

pochodzacych z Chin, dzielimy przez sume prawdopodobienstw wszystkich ,gatezi” prowadzacych do

wyniku ,,wadliwy”. Mamy wiec

0,67-0,05
P(Chlw)

w)= ~0,482
0,67-0,05+0,16-0,03+0,17-0,02

Zadania

14
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36. Wiadomo, ze ok. 3% spoteczenstwa jest nosicielem pewnego wirusa X. Test na obecnosc¢ tego
wirusa w organizmie jest skuteczny w 99%. Jakie jest prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze
osoba, u ktérej test byt pozytywny, okazata sie zdrowa?

37. W catej populacji kierowcdw miasta A, 24% stanowig mtodzi kierowcy, 48% kierowcy w srednim
wieku i reszta w wieku ponad 60 lat. Prawdopodobienstwo spowodowania wypadku przedsta-
wia sie w poszczegdlnych grupach nastepujgco: 15% dla mtodych kierowcéw, 8% dla kierowcéw
w Srednim wieku i 9% dla starszych kierowcéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo spowodowania
wypadku przez kierowce z miasta A oraz prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze wybranym
pojazdem kierowat mtody kierowca, jezeli stwierdzono, ze spowodowat wypadek.

38. Egzamin z probabilistyki odbywa sie w dwéch salach: 169 i 265. Prawdopodobienstwo zdania
egzaminu w sali 169 wynosi 50%, a w sali 265 70%. Student wybiera sale rzucajac kostka: jesli
wyrzucona liczba oczek przekracza 4 wchodzi do sali 265, w przeciwnym razie idzie do sali 169.
Obliczy¢: prawdopodobienstwo tego, ze student zda egzamin oraz prawdopodobienstwo warun-
kowe tego, ze wybrany student zdawat egzamin w s. 265, jezeli wiadomo, ze go nie zdat.

39. W catej populacji studentéw pewnego miasta, 37% stanowia studenci | roku, 34% studenci ostat-
niego roku i reszta to pozostali studenci. Prawdopodobienstwo tego, ze statystyczny student |
roku jest nieprzygotowany do zaje¢ wynosi 40%, dla studentéw wyzszych lat to prawdopodo-
bienstwo wynosi 50%, a dla studentéw ostatniego roku 46%. Obliczy¢:

a) prawdopodobienstwo tego, ze student jest nieprzygotowany do zaje¢;
b) prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze wybrany student jest na ostatnim roku, jezeli
stwierdzono, ze nie przygotowat sie do zajec.

Schemat Bernulliego
Prawdopodobienistwo P(S, =k) otrzymania k(0<k<n) sukceséw w ciagu n préb Bernoulliego okre-

Slone jest wzorem
P(S, =k)=[:]pk-q"k, gdzie p=P(A),q=P(A)

Przyktad 15

Rozpatrzmy doswiadczenie losowe polegajace na dziesieciokrotnym powtdrzeniu rzutu monetg. Obli-
czymy prawdopodobienstwo tego, ze 4 razy wypadnie orzet. W tym wypadku sukcesem jest wyrzu-
cenie orta, a porazkg wyrzucenie reszki. Prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie wynosi

1 1
p:E, a prawdopodobienstwo porazki q:E. Liczba préb to n=10, a liczba sukceséw to k=4. Z

powyzszego wzoru wynika wiec, ze

10 4 6
P(so=4)=|  [{ 1] [2] =222 ~0,205
4 )\2) \2) 1024

Zadania

40. Skutecznos¢ koszykarza K przy rzutach osobistych wynosi 90%. Jakie jest prawdopodobieristwo,
Ze na 6 rzutdéw, co najmniej 4 trafi?

15
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Rzucano 7 razy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze co najmniej 2 razy suma
wyrzuconych oczek bedzie wynosita co najwyzej 6?

Prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej jednego sukcesu przy czterech niezaleznych powto-
rzeniach tej samej préoby Bernoulli’ego wynosi 0,9911. Wyznacz prawdopodobienstwo sukcesu w
pojedynczej prébie.

Wadliwos¢ produkowanych elementédw wynosi 0.01. lle nalezy pobrac¢ elementéw do kontroli,
by z prawdopodobieristwem co najmniej 99% trafi¢ na co najmniej 1 wadliwy?
Prawdopodobienstwo tego, 7ze danego dnia na torze wodnym Szczecin — Swinoujscie bedzie
duze natezenie ruchu (ponad 25 statkow dziennie) wynosi 0,05. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze w pieciu okreslonych dniach, przynajmniej 2 razy bedzie duze natezenie ruchu?

Rzucano 5 razy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze co najwyzej 3 razy suma
wyrzuconych oczek bedzie wynosita co najmniej 7?

Przecietnie co czwarty samochéd firmy X ma wady. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na 6 lo-
sowo wybranych samochoddw tej firmy, co najmniej 4 majg wady?

Strzelec srednio trafia w cel z prawdopodobienstwem 0,9. Niech X oznacza liczbe strzatow cel-
nych w serii 6 strzatow. Oblicz P(X > 3).

Rozdziat Il. Zmienne losowe

Zmiennalosowa skokowa i jej parametry
Przyktad 16

Strzelec trafia do tarczy. Prawdopodobienistwo trafienia w pojedynczym strzale wynosi 0.8. Strzelec

posiada 3 naboje, po celnym strzale konczy strzelanie. Niech X oznacza liczbe zuzytych naboi. Wy-

znaczymy rozktad zmiennej losowej X. A nastepnie jej dystrybuante, wartos¢ oczekiwang i odchylenie

standardowe.

Rozpatrzmy drzewo zdarzen tego doswiadczenia:

trafiony nietrafiony
S TS LDV
trafiony \A
naboje zuzyte nietrafiony

trafiony

3 naboje zuzyte nietrafiony
4 naboje zuzyte

16
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Liczba zuzytych naboi, czyli X moze wynosic¢ 1 lub 2 lub 3.
P(X=1) =0,8
P(X=2)=0,2-0,8=0,16
P(X=3)=0,2-0,2-0,8 + 0,2:0,2-0,2 = 0,04
Stad rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X jest nastepujacy:
X; 1 2 3
pi 0,8 0,16 0,04

Dystrybuanta to prawdopodobienstwo skumulowane, czyli:

dla x <1, F(x) = 0, (nic nie sumujemy, bo na lewo od jakiegokolwiek x z tego przedziatu zmienna nie
ma zadnej wartosci)

dlal<x<2, F(x) =P(X=1) =p;=0,8, (uwzgledniamy tu tylko jedng warto$¢ zmiennej losowej, ktdra
jest mniejsza od jakiegokolwiek x z tego przedziatu)

dla2 <x<3, F(x)=P(X=1)+ P(X=2)=p,;+p,=0,8+0,16 =0,96
dlax>3, F(x)= P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) = p1+ po+ p3=1
Stad dystrybuanta ma nastepujgcg postac:

Odlax<1

0,8 dlaxe(1,2)
0,96 dlaxe(2,3)
ldlax>3

F(x)=

Wartos$¢ oczekiwang EX obliczamy ze wzoru: EX:Zx,p, ,czyli EX=1-0,8+2-0,16+3:0,04=1,24

Wariancje obliczamy ze wzoru: D2X=E(X2)—(EX)2 , gdzie E(XZ):Z(XI, )2 -p,
E(X*)=1"-0,8+2"-0,16+3’-0,04=1,8
D’X =E(X*)-(EX) =1,8-(1,24) =0,2624

J=\/D2X =,/0,2624 ~0,51

Przyktad 17
Niech zmienna losowa X oznacza dzienng liczbe nieobecnych studentéw (z jakiejs grupy G) na zaje-
ciach. A jej rozktad prawdopodobienstwa niech bedzie nastepujacy:

17
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X; 0 1 2 3 4
P(X = x;) 0,1 0,2 p 0,1 0,2

Najpierw wyznaczymy prawdopodobienstwo p. Suma wszystkich prawdopodobieristw wynosi 1, stad

p = 0,4. Wartos¢ oczekiwana dziennej liczby nieobecnych studentéw wynosi:

EX=0-0,1+1-0,2+2-0,4+3-0,1+4-0,2=2,1

Zadania

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Dwaj strzelcy oddajg po dwa strzaty do tego samego celu. Prawdopodobieristwo trafienia w cel
przez poszczegdlnych strzelcow jest rowne odpowiednio: 0.7 i 0.8. Niech X oznacza ilo$¢ strzatow
celnych. Oblicz wartos$¢ oczekiwang zmiennej X, G oraz F(x).

Rzucamy symetryczng monetg do chwili otrzymania pierwszego orta lub trzech reszek. Niech X
oznacza liczbe rzutéw. Oblicz warto$¢ oczekiwang, odchylenie standardowe i dystrybuante
zmiennej X.

Pie¢ maszyn jest ustawionych w linii prostej w ten sposdb, ze odlegtosci miedzy sasiednimi
maszynami sg jednakowe i réwne 5m. Robotnik konczy prace przy jednej z losowo wybranych
maszyn i przechodzi z takim samym prawdopodobienstwem do jednej z czterech pozostatych.
Niech X oznacza dtugosc¢ drogi, jakg pokonuje robotnik w jednym przejsciu. Oblicz wartos¢ ocze-
kiwang, odchylenie standardowe i dystrybuante zmienne;j X.

Statystyczny student jest przygotowany do zajeé¢ z pr. 0,4. Losujemy 5 studentéw do odpowiedzi.
Niech X oznacza liczbe studentdw nieprzygotowanych do zaje¢ sposrdd tych wylosowanych. Po-
daj rozktad X, F(x), EX.

Trzej strzelcy oddajg po jednym strzale do tego samego celu. Prawdopodobienstwo trafie-nia w
cel przez poszczegdlnych strzelcéw jest rowne odpowiednio: 0.7, 0.8 i 0.9. Oblicz wartos¢ ocze-
kiwana liczby trafien w cel.

Prawdopodobieristwo uzyskania co najmniej 1 sukcesu przy 5 niezaleznych powtdérzeniach tej
samej préby Bernoulli’ego wynosi 0.83193. Jakie jest prawdopodobiefstwo sukcesu w pojedyn-
czej prébie Bernoulli’ego? Wyznacz rozktad tej zmienne;j.

Zmienna losowa X ma nastepujacy rozkfad

X, ‘ 23 -15 0 0,5 3

i ‘ 0,1 0,1 0,2 p 0,1

Znalez¢ p. Obliczy¢ EX,D?X,P(X go),p[_gg X <;J

Zmienna losowa przyjmuje trzy wartosci -2, 3, 4. Wiedzac ze EX=2,1 i O'=J4, 29 wyznacz roz-
ktad tej zmiennej.
Zmienna losowa przyjmuje trzy wartosci X, X,, X3= X;+X,, z prawdopodobienstwami 0.3, 0.4 0.3.

Wiedzac ze EX=1,5 i o =4/2,85 wyznacz rozktad tej zmiennej.
Zmienna losowa X ma nastepujacy rozkfad

18
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X, ‘ -23 -13 0 9 40

P ‘ 0,1 0,1 0,2 P 0,1

Znalez¢ p. Obliczy¢ EX, D*X, P(X =-10), P(-13< X <40).

Wybrane rozklady prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej i ich parametry
Przyktad 18

Strzelec $rednio trafia w cel z prawdopodobieristwem 0,7. Niech X oznacza liczbe strzatéw celnych w
serii 4 strzatow. Wyznaczymy rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X.

Rozwigzanie

Rozktad zmiennej X jest rozktadem dwumianowym z parametrami p=0,7 i q=0,2. Wartosciami tej
zmiennej s3: 0, 1, 2, 3, 4. Prawdopodobienstwa obliczamy ze wzoru Bernoulliego i otrzymujemy roz-
ktad prawdopodobienstwa zmiennej X:

X 0 1 2 3 4

P(X = x;) 0,0081 0,0756 0,2646 0,4116 0,2401

Wartos$¢ oczekiwana tej zmiennej wynosi: EX=n-p=4-0,7=2,8 . A wariancja jest réwna:

D’X=n-p-q=4-0,7-0,3=0,84
Przyktad 19

Niech zmienna losowa X ma rozktad Poissona, z parametrem A = 2. Wyznaczymy nastepujgce praw-
dopodobieristwa: P(X<2), P(X>6), P(|X—2| >5)

Rozwigzanie

P(X<2)=P(X=0vX=1vX=2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=p, +p,+p;, poszczegblne

/Ik -1
prawdopodobienstwa obliczamy ze wzoru: p, = kel
0,_-2 1_-2 . 2 2
Mamy wiec: p, = ol ~0,135, p, = ~0,271, p, = ~0,271 i wtedy P(X <2)=0,948

11
P(X>4)=1-P(X<4)=1—(p, +p,+p, +P;+p,)

2!

Obliczajac ps i ps, mamy P(X >4)=1-(0,135+0,271+0,271+0,18+0,09)=0,053
P(|X-3>2)=1-P(|X-3)<2)=1-P(-2<x-3<2)=1-P(1<x<5)=1—(p, +p, + P, + P, +P5)
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Obliczajac ps , mamy
P(|X-3/>2)=1—(p, +p, +p, +p, +ps)=1—(0,271+0,271+0,18+0,09+0,036) =0,152

Zadania

58. Skutecznos$¢ koszykarza K przy rzutach osobistych wynosi 85%. Niech X oznacza liczbe rzutéw
celnych w serii 5 rzutéw. Oblicz wartos¢ oczekiwang zmiennej X, oraz F(x).

59. Cztery kule umieszczono w sposob losowy w trzech szufladach, wsrdd ktorych jedna jest wyrdz-
niona. Niech X oznacza liczbe kul w wyrdznionej szufladzie. Oblicz wartos¢ oczekiwang zmiennej
X, oraz F(x).

60. Wadliwo$é matych elementédw pewnego urzadzenia wynosi 0,003. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze na 2000 elementéw uszkodzeniu ulegnie co najmniej 3? A jakie, ze na 500 elementéw
uszkodzeniu ulegnie co najwyzej 4? Skorzystaj z rozktadu Poissona, stosujgc wzér A=n-p.

61. Zmienna losowa Y ma rozktad Poissona, z parametrem o wartosci 2,5. Wyznacz

prawdopodobieristwa: P(X <4), P(X >7), P(|X -2 >5) )

62. Liczba statkow zarejestrowanych przez centrale VTS jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona.
Srednio w ciggu miesigca jest 300 zgtoszer. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze a) w ciggu
dnia zostang zarejestrowane 3 statki; b) w ciggu tygodnia bedzie co najmniej 70 zgtoszen?

63. Zmienna losowa Y ma rozktad Poissona, z parametrem o wartosci 5. Wyznacz prawdopodobien-

stwa: P(Y 23), P(Y <5), P(|Y —4/>3).

64. Liczba awarii w ciggu miesigca silnika gtéwnego, na pewnym statku, jest zmienng losowg o
rozktadzie Poissona ze srednig 3. Oblicz prawdopodobienstwo, ze liczba awarii przekroczy 48 w
ciggu roku oraz ze liczba awarii bedzie mniejsza od 6 w ciggu miesigca?

65. Dzienna liczba roztadowanych statkéw w porcie A, jest zmienng losowa o rozktadzie Poissona.
Przecietnie dziennie roztadowuje sie 5 statkow Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciggu tygo-
dnia zostanie roztadowanych co najwyzej 28 statkow, a jakie ze co najmniej 42?

Zmienna losowa ciggta
Przyktad 20

a
—dlaxe(1,4)
Funkcja f(x)=1 x jest gestoscig pewnej zmiennej losowej X. Wyznaczymy statg a,

0 dlax¢(1,4)

dystrybuante zmiennej X, jej wartos¢ oczekiwana i wariancje. A nastepnie obliczymy prawdopodo-
bieistwa: P(X <2),P(X>3).

Rozwigzanie

Z pierwszego warunku na gesto$¢ wynika, ze liczba a musi byé dodatnia. Z drugiego wynika, ze
4

J.izdx=1 . Rozpatrujemy tylko przedziat od 1 do 4, poniewaz poza tym przedziatem funkcja przyj-

1 X

muje wartosc 0, czyli pole pod wykresem jest zerowe. Obliczajac te catke, otrzymujemy:
4

:1:>a—g:1:a:ﬂ
1 4 3

4 4
I%dx:lzajx’zdx:lj—a
| X X

1
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Dystrybuante tej zmiennej losowej obliczamy zgodnie ze wzorem : F

j £

Rozwazamy trzy przedziaty:

1) dla xe(—0,1) mamy F(x IOdt 0

X X

4l 4 a4
jf dt—:LOdt+j—dt o-3t 3,

jf dt—det+j—dt+j0dt 0+1+0=1
Stad dystrybuanta ma nastepujacy wzor:

2) dla xe(1,4) mamy F(x

3) dla xe(4,00) mamy F(x

0 dlaxe(—»,1)
4

F(x)= E_?:ix dlaxe(1,4)

1dlaxe(4,)

Wartos¢ oczekiwang obliczamy wedtug wzoru: EX = j x-f )

b t a4 4 | -
EX::[)X-f(x)dx:J;x-ﬁdx:glnx

=£|n4z1,85
3

1

Zeby obliczy¢ wariancje obliczymy najpierw E(X°)

+00

E(Xz)zj f(x dx—jx —dx—:x

b 3x°

4

=4

1
Stad D’X =£(X*)—(EX)' =4—(1,85)" ~0,58
Zadania

a
—dI 2,6
66. Funkcja f(x)=9 x* axe(2,6)

0 dlax¢(2,6)

jest gestoscig pewnej zmiennej losowe]j X. Wyznacz statg a oraz oblicz

P(X<2),P(X<3),P(X>3),P(25<X<3.5),P(X<5),P(X>0) .

_ ax’dla x€(0,2)
67. Funkcja f(x)= 0 dlaxe(0,2)
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jest gestoscig pewnej zmiennej losowej X. Wyznacz statg a oraz dystrybuante zmiennej X. Oblicz:
P(X<0),P(X<1),P(X>0.5),P(-0.5<X<0.5),P(X<5),P(X>-3).

68. Rozktad czasu pomiedzy zgtoszeniami kolejnych jednostek ptyngcych torem wodnym Szczecin -
Swinoujscie okreélony jest nastepujgca funkcja gestosci:

0 dlax<0
fx)=y1 =

—.e® dlax>0
58

a) obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze czas pomiedzy zgtoszeniami kolejnych statkow jest
mniejszy niz 75 minut;

b) obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze czas pomiedzy zgtoszeniami kolejnych statkow jest
wiekszy niz 30 minut;

c) wyznaczy¢ dystrybuante czasu pomiedzy zgtoszeniami.

) . ] o 0 dla x<0,
69. Zmienna losowa X ma rozktad opisany funkcjg gestosci f(x)=1
ce™™ dla x>0,

Oblicz:c,EX i ©.
70. Zmienna losowa X ma gestos¢ prawdopodobienstwa podang wzorem

c-sinx dla xe<0,7r>,
f(x)=
0 dla pozostalych x

Wyznacz c, EX, o, F(x).

Wybrane rozktady prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciagtej i ich parametry
Przyktad 21

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na przedziale [5; 15]. Wyznaczymy funkcje gestosci roz-
ktadu oraz P(X > 8,5), P(X < 6). Obliczymy ponadto liczbe a, wiedzac, ze P(X < a) =0,3.

Rozwigzanie
0 x<5
. , . , 1
Funkcja gestosci ma postac: f(x)= o 5<x<15
0 x>15

Dla lepszego zrozumienia tego rozktadu dobrze jest naszkicowaé wykres funkcji gestosci tego roz-
ktadu.
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10
5 8,5 15 14

Prawdopodobieristwo P(X > 8,5) jest réwne polu obszaru zakreskowanego czyli
P(X>8,5)=0,1-(15-8,5)=0,65

<Y

w
~
[EE )

5

Natomiast P(X <2)=0,1-2=0,2 (jak wida¢ na rysunku powyzej)
P(X<a)=0,1-(a—5)iP(X<a)=0,3=(a-5)=3=a=8
Przyktad 22

Klienci podchodzg do okienka pocztowego srednio, co 300 sekund. Czas oczekiwania na kolejnego
klienta jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym — zmienna X. Jakie jest prawdopodobienstwo,
Ze czas oczekiwania na klienta jest wiekszy od 4 minut? Z jakim prawdopodobieristwem czas oczeki-
wania miesci sie miedzy 180 s a 7 minut? Oblicz a wiedzac, ze P(X<a) =0,7.

Rozwigzanie

Parametrem A jest Sredni czas pomiedzy podchodzeniem klientéw do okienka pocztowego czyli
A=300s, ale zamieniamy go na minuty i funkcja gestosci ma postac:

o, x<0

Nastepnie obliczamy odpowiednie prawdopodobienstwa czyli catki:
4 4
—X 1 —X

4
P(T>4):1—P(T<4)=1—f%e7dx=l—g-(—5)-e?
0

-
=1l+e5
0

~0,45

0
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7 —X
P(1805<T<7h)=P(3<T<7)=j%e?dxzo,3

3

_Xa

Wiadomo, ze P(T<a):1+e? —e
0

—a
5

, z drugiej strony prawdopodobieristwo P(T <a)=0,7. Stad

es =0,7 . Logarytmujgc te réwnos¢ stronami otrzymujemy:

—-a

Ine s :|n0,7:>_—50=In0,7:>a=—5|r10,7

Przykfad 23

Czas potrzebny na pokonanie specjalnego odcinka toru wodnego jest zmienng losowg o rozktadzie
normalnym N(40 min; 5 min). Wyznacz: a) prawdopodobienstwo tego, ze przecietny statek pokona
ten odcinek w czasie krétszym niz 54 minuty, b) prawdopodobienstwo tego, ze przecietny statek
pokona ten odcinek w czasie nie dtuzszym niz 48min i nie krétszym niz 30min, c) jaki jest maksymalny
czas w ktorym 90% statkéw pokonuje ten specjalny odcinek toru wodnego.

Rozwigzanie
Najpierw standaryzujemy zmienng i na koncu odczytujemy wartosci z tablic rozktadu normalnego.

X—-40 54-40
- 5

P(X<54):P( j:P(U<2,8)=CD(2,8)=O,9974

30-40 X-40 48-40
P(30<X<48)=P( < < j

5 5 5
=®(1,6)—(1-®(2))=0,945—-(1-0,977)=0,922

=P(~2<U<1,6)=D(1,6)-D(-2)=

X—-40 t-40 t—40 t—40 —4
P(X<t)=P <—— |=P|U<—— |=®| —— [=0,9 wynika z tego, ze t O:1,28, bo
5 5 5 5 5

wartos¢ funkcji @(x) jest rowna 0,9 dla x=1,28.
Wtedy t = 46,4 min.
Zadania

71. Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(570; 53). Wyznacz prawdopodobienstwo P(X < 505),
P(X >625) oraz P(|X - 629| > 60). Wyznacz liczbe a wiedzac, 7ze P(X < a) = 0,45.

72. Zmienna losowa T ma rozktad wyktadniczy ze Srednig 5,3. Oblicz prawdopodobienstwa
P(X <3), P(X >2),P(|X -3 <3)oraz liczbe a taka, ze P(X< a) = 0,7

73. Czas oczekiwania na wejscie do $luzy jest zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym. Maksy-

malny czas oczekiwania wynosi 120 minut, a minimalny 10 minut. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze na wejscie do $luzy trzeba bedzie czekaé ponad 85 minut? Jakie jest prawdopodobien-
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stwo, ze na wejscie do $luzy trzeba bedzie czekac ponizej 1,6 godziny? Dla jakiego czasu t praw-
dopodobienstwo tego, ze czas oczekiwania na wejscie do Sluzy bedzie mniejszy niz t wynosi 0,9?
Czas hamowania statku jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym. Z badan wynika, ze sredni
czas dla predkosci 8w wynosi 24 min, a odchylenie standardowe 5min. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze losowo wybrany statek zatrzyma sie przed uptywem 29 min, a jakie ze czas hamo-
wania jest wiekszy niz 35min. Oblicz czas, ponizej ktérego zatrzyma sie 99% statkow.

Zmienna losowa T ma rozkfad wyktadniczy ze srednig 3,5h. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze T
jest wieksze od 100 minut? Z jakim prawdopodobienstwem zmienna T miesci sie miedzy 200 mi-
nut a 5 godzin?

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na odcinku od x=1 do x=26. Wyznacz f(x), F(x), EX,
P(X>20), P(X< 35), P(-12<X<24).

Czas pracy zarowek pochodzgcych z masowej produkcji w fabryce ABC jest zmienng losowg o
rozktadzie normalnym N(3500 h; 175 h). Wyznacz: a) prawdopodobienstwo tego, ze przecietna
zarowka bedzie Swieci¢ wiecej niz 3125 h, b) prawdopodobienstwo tego, ze przecietna zaréwka
przestanie swieci¢ przed uptywem 3000 h lub po uptywie 3880 h, c) po jakim czasie przestanie
Swieci¢ 55% zaréwek.

Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(250; 43). Wyznacz prawdopodobienistwo P(X < 235),
P(X > 245) oraz P(|X - 219| > 60). Oblicz c wiedzac, ze P(X<c) = 0.4

Zmienna losowa T ma rozktad wyktadniczy ze srednig 3,5h. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze T
jest wieksze od 100 minut? Z jakim prawdopodobieristwem zmienna T miesci sie miedzy 200 mi-
nut a 5 godzin?

Czas miedzy zgtoszeniami jednostek torowych jest zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym.
Sredni czas oczekiwania na zgtoszenie wynosi 45 minut. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze czas
oczekiwania na zgtoszenie jest wieksze od 70 minut? Z jakim prawdopodobienstwem czas ocze-
kiwania na zgtoszenie miesci sie miedzy 20 minut a 1,5 godziny?

Klienci podchodza do okienka pocztowego srednio, co 80 sekund. Czas oczekiwania na kolejnego
klienta jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze czas
oczekiwania na klienta jest wiekszy od 3 minut? Z jakim prawdopodobienstwem czas oczekiwa-
nia miesci sie miedzy 20 s a 1,5 minuty?

Zmienna losowa T ma rozktad jednostajny na przedziale [2; 6]. Wyznacz funkcje gestosci roz-
ktadu i prawdopodobienstwa: P(X < 5), P(X < 5), P(X > 3,7).

Zmienna losowa X ma rozkfad réwnomierny na przedziale [1; 11] Wyznacz prawdopodobien-
stwa P(X < 5), P(X > 7) oraz liczbe a taka, ze P(X >a) =0,85.

84.Czas oczekiwania na wejscie do sluzy jest zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym. Maksy-

malny czas oczekiwania wynosi 20 minut. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na wejscie do $luzy
trzeba bedzie czeka¢ ponad 15 minut?

85.Czas odczytywania catego tekstu automatycznej informacji kolejowej wynosi 6 minut. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze dzwonigc na informacje kolejowga bedziemy czeka¢ na informacje o in-
teresujgcym nas pociggu mniej niz 1 minute. (Narysuj funkcje gestosci).

Rozdziat lll. Zmienne losowe dwuwymiarowe
Przyktad 24

Dla zmiennej losowej (X,Y), ktérej rozktad prawdopodobierstwa przedstawiono ponizej, spraw-

dzimy niezaleznos$¢ zmiennych X i Y oraz wyznaczymy wspétczynnik korelacji miedzy zmiennymi Xi Y.

25



ST UNIA EUROPEJSKA bl
KAPITAL LUDZKI S & EUROPEISKI | % -
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Bty FUNDUSZ SPOLECZNY akade

Y
P -1 0 1 2
2 0,1 0,1 0 0,2
5 0,3 0,2 0,1 0

Najpierw wyznaczamy rozktady brzegowe, czyli obliczamy sumy prawdopodobienfstw: p, :pr/ i
i

Py; :Zpu

’ -1 0 1 2 Pe=2.p;
X j
2 0,1 0,1 0 0,2 0,4
5 0,3 0,2 0,1 0 0,6
Pe; = Zpif 0,4 0,3 0,1 0,2 1

Rozktadem brzegowym zmiennej X jest zbior {{2; 0,4}, {5; 0,6}}.
Rozktadem brzegowym zmiennej Y jest zbidr {{-1; 0,4}, {0; 0,3}, {1; 0,2}, {2, 0,2}}.

Zmienne Xi Y nie sg niezalezne, gdyz nie zachodzi réwnos¢: p, =p,, -p,; dla wszystkich 7, j . Na przy-

ktad p,,=0,1 jest rézne od iloczynu: p, -p_, =0,4-0,4=0,16.
E(X-Y)=2-(-1)-0,1+2:0-0,1+2:1-0+2-2-0,2+5-(-1)-0,3+5-0-0,2+5:1-0,1+5-2.0=—-0,4
EX=3,8iEY=0,1. Stad kowariancja jest réwna:
cov(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY=-0,4-3,8-0,1=—0,02

D’X=E(X*)—(EX) =16,6—(3,8) =2,16 D’y =£(v*)-(Ev) =1,3-(0,1)" =1,29

cov(X,Y)

JD*X \D%Y

Wspdtczynnik korelacji obliczamy wedtug wzoru p=

_cov(X,Y)  —0,02 N
P ox oY NB16L29

-0,01
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Zadania

86. Zmienna (X,Y) ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa

1%

X 0 2 4
1 0,2 0,12 0,08
10 0,3 0,18 0,12

Sprawdz czy zmienne X i Y sg niezalezne.

87. Zmienna (X,Y) ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa

Y
X -3 1
2 0,1 0,5
6 0,3 0,1

Sprawdz czy zmienne X i Y sg niezalezne.

* K %
*

* K

88. Na podstawie ponizszego rozktadu wyznacz wspoétczynnik korelacji miedzy zmiennymi X i Y.

Y
X 1 2 4
1 0,1 0,1 0
2 0,1 0,2 0,2
3 0 0,1 0,2

0

0,5

3

27
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89. Na podstawie ponizszego rozktadu wyznacz wspotczynnik korelacji miedzy zmiennymi Xi V.
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Rozdziat Ill. Elementy statystyki

Estymacja przedziatlowa
Przyktad 25

W wyniku pomiaru wytrzymatosci 12 lin otrzymano nastepujgce wyniki: 22, 17, 16, 15, 20, 14, 17, 15,
20, 17, 18, 19. Przyjmujac, ze rozktad wytrzymatosci lin jest normalny ze znanym odchyleniem stan-
dardowy =2, wyznaczymy przedziat ufnosci dla Sredniej wytrzymatosci lin, na poziomie ufnosci 0.98.

Rozwigzanie

. . . . . (= o - o
W zwigzku z tym, ze parametr ¢ jest znany stosujemy wzor: [x—u-—, x+u-—j. Wyznaczamy

VRN

najpierw $rednig z proby: x=17,5. Nastepnie odczytujemy z tablic dystrybuanty CD(X) rozktadu
0,02
2

N(0,1), liczbe u spetniajaca warunek @ (u)= 1—% =1- =0,99

u = 2,33, stad przedziat ufnosci dla wartosci sredniej wynosi (16,16; 18,84).
Przyktad 26

Supermarket chce oszacowac tygodniowg wartos¢ sprzedazy pewnego produktu. Obserwacja sprze-
dazy w ciggu 10 losowo wybranych tygodni data nastepujace wyniki (w szt.): 125, 110, 95, 120, 87,
89, 100, 105, 98, 125. Wyznacz 90% przedziat ufnosci dla przecietnej liczby sprzedanych sztuk tego
produktu.

Rozwigzanie

S - S =
W zwigzku z tym, Ze parametr G nie jest znany stosujemy wzor: (—ta- +X,t,- +XJ.

n-1 n-1
Wyznaczamy najpierw srednig z proby: x =105,4 i odchylenie z préoby S = 13,425. Nastepnie
odczytujemy z tablic rozktadu t — Studenta dla 9 stopni swobody i danego poziomu ufnosci
1-a=0,9 taka liczbe t,, ze P(| t | >ta)=0,1. t, = 1,833, stad przedziat ufnosci dla przecietnej liczby

sprzedanych sztuk wynosi (97,2; 113,6).
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Przyktad 27

Przy sprawdzaniu skali magnetometru dokonano 10 niezaleznych pomiaréw natezenia pola magne-
tycznego, otrzymujac nastepujgce wyniki (w erstedach): 0.008, 0.01, 0.015, 0.012, 0.018, 0.008, 0.01,
0.012, 0.014, 0.012. Zakfadajac, ze rozktad pomiardw jest normalny, na poziomie ufnosci 0.99 wyzna-
czymy przedziat ufnosci dla wariancji.

Rozwigzanie

2 ’

, ., /nS* nS
Stosujemy wzér: ( ——, —5—
V4 4

A wiec na poczatku wyznaczamy odchylenie standardowe z préoby S = 0,00298, a nastepnie z tablic

rozktadu ° (chi kwadrat) dla 9 stopni swobody i danego poziomu ufnosci 1—a =0,99, odczytujemy

liczby 2, x> spetniajace nastepujace warunki:

0,01 0,01

2

P(2*>22)=1-—-==0,995, P( 7’ > z})=—-—=0,005

22=1,7349, x5 =23,589. Stad przedziat ufnosci dla wariancji wynosi: (0,0000038, 0,000051).

Pierwiastkujac konce tego przedziatu otrzymujemy przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego,
czyli inaczej méwigc szacujemy doktadnos¢ skali magnetometru.

Zadania

91. Producent samochoddéw chce oszacowaé przecietny przebieg (w kilometrach) opony okreslo-
nego typu przed zupetnym zuzyciem. Pobrano prébe, 34 opon i eksploatowano je, az do catko-
witego zuzycia, notujac liczbe kilometréw przebiegu kazdej opony. Otrzymano nastepujgce wy-
niki (w tys. km): 32, 33, 28, 37, 26, 30, 25, 27, 39, 40. 26,26, 27, 30, 25, 30, 31, 29, 24, 36, 25, 37,
37, 20, 22, 35, 24, 34, 29, 28, 30, 36, 40, 41. Wyznacz 99% przedziat ufnosci dla przecietnej liczby
km, jakg mozna przejechac na oponach tego typu.

92. Przy sprawdzaniu skali przyrzadu pomiarowego wykonano serie 10 pomiaréw: 12, 12, 14, 13, 15,
16, 13, 11, 11, 10. Zaktadajac, ze rozktad pomiardw jest normalny oszacuj przedziatowo na po-
ziomie ufnosci 0,9 odchylenie standardowe wynikdéw pomiardw.

93. Wyniki finansowe w mld USD wszystkich linii lotniczych w ostatnich 7 latach byty nastepujgce:
8.2, 8.5, 3.7, -13, -11.3, -6.5, -4.8. Wyznacz przedziat ufnosci dla sredniego wyniku (przy zatoze-
niu ze rozktad wynikow finansowych jest normalny).

94. W celu oszacowania odsetka nauczycieli bez petnych kwalifikacji pedagogicznych w pewnym
okregu szkolnym, wylosowano 10 szkét i okazato sie, ze na 140 nauczycieli, 29 nie posiada wy-
ksztatcenia pedagogicznego. Przyjmujac wspodtczynnik ufnosci 1 - o = 0.9, oszacowaé, procent
nauczycieli bez petnych kwalifikacji pedagogicznych w tym okregu szkolnym .

95. W pewnym tescie psychologicznym otrzymano nastepujacy rozktad wynikow liczby zapamieta-
nych elementéw:

29



96.

97.

98.

99.

B *

N UNIA EUROPEJSKA >
KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI | 4
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI 'we;*"m\e‘ FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

Liczba zapamietanych

, 5-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-50
elementéow

llos¢ oséb 11 25 42 43 23 35

Na poziomie ufnosci 0,95 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla sredniej liczby zapamietanych elemen-
téw.

W pewnym punkcie akwenu dokonano 7 pomiaréw gtebokosci i otrzymano nastepujgce wyniki
[m]: 14, 15, 17, 15, 16, 16, 17. Na poziomie ufnosci 1-o. wyznaczono przedziat ufnosci dla od-
chylenia standardowego wynikdw pomiarédw gtebokosci (przy zatozeniu, ze rozktad pomiaréw
jest normalny): (0.97, 4.29). Wyznacz .

W pewnym punkcie akwenu dokonano 8 pomiaréw deklinacji magnetycznej i otrzymano
nastepujgce wyniki: 5.14, 5.21 5.17, 5.18, 5.2, 5.23, 5.19, 5.2. Na poziomie ufnosci 0.9 wyznacz
przedziat ufnosci dla wariancji wynikdw pomiaréw deklinacji magnetycznej. (Przy zatozeniu, ze
rozktad pomiardow jest normalny).

W celu oszacowania frakcji studentéw korzystajgcych z czytelni, wylosowano préobe 154 studen-
téw, z ktdrych 56 korzystato z czytelni. Na poziomie ufnosci 0.9 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla
frakcji studentéw korzystajgcych z czytelni .

Na podstawie n (n < 30) niezaleznych pomiaréw przyspieszenia ziemskiego w pewnym punkcie
otrzymano: Srednig z préby x =9,785 i odchylenie standardowe S = 0.00146. Jezeli wiadomo,
ze rozktad pomiaréw jest normalny, to 90% przedziat ufnosci dla przecietnego przyspieszenia
ziemskiego wynosi: (9.7843, 9.7856). Wyznacz n.

Weryfikacja hipotez statystycznych
Przyktad 28

Na podstawie préby: 32, 34, 34, 36, 38, 36, 34, 33, 32, 32, 34 zweryfikowac na poziomie istotnosci 0.1
hipoteze, ze Srednia jest rowna 36, przy zatozeniu, ze rozktad w populacji jest normalny, ze znanym

odchyleniem standardowy ¢ = 1,5. Hipotezg alternatywng jest H, :m#m,

Rozwigzanie

: : : : X—m,
W zwiazku z tym, ze parametr o jest znany stosujemy statystyke: In

o

Srednia z préby jest nastepujgca x =34,1 stad statystyka testowa ma wartoéé (-9,45), gdyi:

X—mo -\/;:34'1_36-\/ﬁz—9,45

1,5

Z tablicy dystrybuanty ®(x) rozktadu N(0,1), odczytujemy liczbe u spetniajaca warunek

o
d(u)=1-==1—
()=1-2

0,1

=0,95.u=1,64. Obszarem krytycznym jest wiec suma przedziatéw:

(—oo; -1, 64)u(1, 64; +oo) . Wartos¢ statystyki testowej lezy zdecydowanie w obszarze krytycznym,

dlatego odrzucamy hipoteze zerowg orzekajgca, ze Srednia ma wartosc¢ 36.
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Przykfad 29

Dwadch oszczepnikdéw osiggneto w ostatnim roku nastepujgce wyniki ( w metrach). Zawodnik A: 78,
68, 77, 69, 82, 68, 79, 80, 81. Zawodnik B: 72, 77, 86, 70, 64, 84, 67, 85. Aby poréwnac regularnosc
ich wynikéw, nalezy zweryfikowaé hipoteze o réwnosci wariancji : H,: o, =0, na poziomie istotnosci

o = 0,05, wobec hipotezy alternatywnej: H, : 67 > o

Dla zawodnika A odchylenie standardowe nieobcigzone wynosi §A=5,783 , a dla zawodnika B

odchylenie standardowe nieobcigzone wynosi §B =8,634, W zwigzku z tym, ze odchylenie standar-

dowe zawodnika B jest wieksze niz zawodnika A, jako prébe nr 1 bierzemy rezultaty zawodnika B.

- - S? 74,55
Wiec S, =8,634 i S, =5,783, stad wartosc¢ statystyki testowej wynosi §—12 = 3324 ~2,23
2 ’

Wartoscig F, odczytang z tablic rozktadu F Snedecora dla poziomu istotnosci o = 0,05 oraz dla 7 i 8
stopni swobody jest liczba F, = 3,5. Stad obszarem krytycznym jest przedziat (3,5; o). Statystyka te-
stowa nie nalezy do tego przedziatu wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o jednakowej re-
gularnosci rzutéw obu oszczepnikéw.

Zadania

100. Liczba hoteli w wylosowanych wojewddztwach w 1997 roku ksztattowata sie nastepujaco: 33,
28, 22, 53, 69, 70. Na poziomie istotnosci 0.9 sprawdzié hipoteze, ze odchylenie standardowe
liczby hoteli w wojewddztwach jest wieksze od 12, przy zatozeniu ze rozktad liczby hoteli jest
normalny.

101. Na podstawie préby, ktérej wyniki przedstawia tabela:

X 23 24 26 27 32

licznosé 11 13 13 15 10

102. Zweryfikowac hipoteze Hy: m = 26.5, przeciw hipotezie Ha: m > 26.5, na poziomie ufnosci 0.9.

103. W pewnym punkcie akwenu dokonano 8 pomiaréw deklinacji magnetycznej i otrzymano
nastepujgce wyniki: 5.28, 5.19, 5.17, 5.18, 5.2, 5.22, 5.15, 5.1. Na poziomie istotnosci 0,05
zweryfikowa¢ hipoteze Ho: 6° = 0.006, przeciw hipotezie Hy: 6 > 0.006.

104. Automat ma produkowa¢ blaszki o nominalnej grubosci 0.6 mm. Wylosowana préba 25 blaszek
data $rednig 0.59 mm oraz wariancje z préby 0.05 mm?. Przy jakim maksymalnym poziomie
istotnosci mozna odrzuci¢ hipoteze, ze automat dziata prawidtowo?

105. Na podstawie préoby: 32, 34, 35, 34, 36, 35, 36, 34, 33, 32, 32, 34 zweryfikowaé na poziomie
istotnosci 0.99 hipoteze, ze Srednia jest 34, przy zatozeniu, ze rozktad w populacji jest normalny
ze znanym c=2,4.

106. Badano gtebokos$¢ pewnego akwenu i otrzymano nastepujgce wyniki [m]: 134, 135, 127, 135,
136, 136, 137. Jaki jest maksymalny poziom ufnosci, przy ktérym mozna odrzuci¢ hipoteze, ze
srednia gtebokos¢ jest wieksza od 135 m?

31



B *

N UNIA EUROPEJSKA >
KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI | 4
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI 'we;*"m\e‘ FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

107. Badano gtebokos$¢ pewnego akwenu i otrzymano nastepujace wyniki [m]: 14, 15, 17, 15, 16, 16,
17. Jaki jest maksymalny poziom ufnosci, przy ktérym mozna odrzuci¢ hipoteze, ze odchylenie
standardowe pomiaréw jest mniejsze od 0.5 m?

108. Na podstawie préby: 132, 134, 134, 136, 138, 136, 134, 133, 132 zweryfikowac na poziomie
istotnosci 0.95 hipoteze, ze $rednia jest niewieksza od 135, przy zatozeniu, ze rozktad w
populacji jest normalny.

109. Zweryfikowac na poziomie istotnosci 0.9 hipoteze, ze srednia jest rowna 135 jezeli dysponujemy
nastepujgcymi wynikami:

wartos¢ 10-20 20-30 30-40 40 -60

licznosé 21 38 54 33

110. Jaki jest maksymalny poziom ufnosci, przy ktérym mozna odrzuci¢ hipoteze, ze srednia w
populacji jest wieksza od 36, jezeli dysponujemy nastepujacymi wynikami:

wartosé 0-2 2-4 4-6 6-10

licznos¢ 42 28 34 23

111. Liczba miejsc w wylosowanych hotelach ksztattowata sie nastepujgco: 133, 228, 218, 183, 169,
170. Na poziomie istotnosci 0.98 sprawdzié hipoteze, ze odchylenie standardowe liczby miejsc
w hotelach jest wieksze od 80, przy zatozeniu ze rozktad liczby miejsc jest normalny.

112. W losowo wybranej prébie 200 studentow, 46 ma swéj samochdd. Na poziomie istotnosci 0,05
zweryfikowaé hipoteze orzekajgca, ze 25% studentdw posiada wtasny samochéd.

Test zgodnosci chi kwadrat (Pearsona)
Przyktad 30

W pewnym porcie zaobserwowano nastepujgce liczby zgtoszen statkdw w ciggu doby:

Liczba zgtoszen 0 1 2 3 4 Ponad 4

licznosé 22 58 65 35 10 10

Na poziomie istotnosci 0,1 zweryfikujemy hipoteze o tym, ze rozktad dziennej liczby zgtoszen w tym
porcie jest rozktadem Poissona.

np,)’

. . . 2 - (nk -
W celu wyznaczenia statystyki testowej y —Z—
k=1 npk

tworzymy tabele, w ktérej zapisujemy

liczebnosci zaobserwowane i teoretyczne. Licznosci teoretyczne obliczamy mnozac prawdopodobien-
k -4

stwo ze wzoru Poissona p, = przez liczbe obserwacji, czyli w tym wypadku 200. Za parametr A

k!
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bierzemy srednig z préby, ktéra wynosi 1,9. Ostatnie prawdopodobiefstwo w trzeciej kolumnie jest
dopetnieniem powyzszych prawdopodobienstw do 1.

X Ni Pr npx Ne= NPy (nk—npy)* : npy

0 22 0,15 30 -8 2,13

1 58 0,284 56,8 1,2 0,03

2 65 0,27 54 11 2,24

3 34 0,171 34,2 0,2 0,001

4 11 0,801 16,2 5,2 1,67
ponad 4 10 0,044 8.8 1,2 0,16

Wartosc¢ statystyki testowej ;(f jest rowna sumie liczb z ostatniej kolumny i wynosi 6,231. Jako, ze
liczba podzbioréw, na jakie podzielilismy dane z préby wynosi r=6, stad wartos¢ krytyczng ;(;
odczytujemy z tablic rozktadu »* dla 4 stopni swobody (od r odejmujemy jak zawsze przy tym rozkfa-
dzie 1 i jeszcze odejmujemy liczbe szacowanych parametrow weryfikowanego rozktadu, czyli w tym
wypadku 1, bo szacowalismy tylko A). y>=9,488 czyli obszarem krytycznym jest przedziat (9,488;

), do ktérego wartosc¢ statystyki testowej nie nalezy. Nie ma wiec podstaw do odrzucenia hipotezy o
tym, ze rozktad dziennej liczby zgtoszen w tym porcie jest rozktadem Poissona.

Zadania

113. W pewnym urzedzie pocztowym zaobserwowano nastepujaca liczbe petentéw zgtaszajacych sie
w ciggu godziny do okienka pocztowego:

Liczba zgtoszen 2 3 4 5 Ponad 5

licznos¢ 28 45 65 30 15

Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze o tym, ze rozktad liczbe petentow jest
rozktadem Poissona.

114. Zweryfikowac na poziomie istotnosci 0.01 hipoteze, ze rozktad wartosci przedstawionych ponizej
jest normalny:

wartosé

20-30

30-50

50-80

licznosé

38

54

13
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115. Rejestrowano czas pomiedzy zgtoszeniami kolejnych jednostek przeptywajgcych pod mostem.
Wyniki przedstawia ponizsza tabela

Czas [h] 0-2 2-4 4-6 6-8 Ponad 8

Liczba obserwacji 42 28 10 12 5

Zweryfikowac na poziomie istotnosci 0.1 hipoteze, ze rozktad czasu pomiedzy zgtoszeniami
kolejnych jednostek przeptywajgcych pod mostem jest wyktadniczy.

Test niezaleznosci chi kwadrat
Przyktad 31

Przy nowym podziale studentéw na grupy, postanowiono zbada¢ zaleznos$é¢ miedzy oceng seme-
stralng z jezyka angielskiego, a oceng semestralng z matematyki. Ponizsza tablica zawiera liczebnosci
studentéw, ktdrzy uzyskali dane oceny z angielskiego i z matematyki.

Mat L
J. Ang 2 3 4 5 ]Zﬂ:”kj
2 8 5 0 0 13
3 7 57 34 3 101
4 1 17 27 4 47
5 0 20 12 3 39
k
> n, 16 99 71 14 200
i=1

Zweryfikujemy hipoteze o niezaleznosci ocen z jezyka angielskiego iz matematyki, na poziomie
istotnosci 0,1.

Testem jest w tym wypadku statystyka: y?

Il
Mz—
N
)|‘::N

J J—n, gdzie n = 200, a n, to zaobserwowane

licznos$ci z tabeli niezaleznosci .

. T 1 C
Teoretyczne licznosci obliczamy wedtug wzoru: n; =—-Zn,j ~Zn,j
n i =1

1

n,=——-13-16=1,04
200

_ 1

n, =——-13-99=6,44
200
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Obliczamy tak wszystkie liczebnosci teoretyczne i obliczamy statystyke testowa. Dla utatwienia dal-

szych obliczen, liczebnosci teoretyczne mozna réwniez umiesci¢ w tabeli:

Mat 4
J. Ang 2 3 4 5 ;”kj
2 1,04 6,44 4,62 0,91 13
3 8,08 50 35,86 7,07 101
4 3,76 23,27 16,69 3,29 47
5 3,12 19,31 13,85 2,73 39
k
> n, 16 99 71 14 200
i=1

Wartos¢ statystyki testowej wynosi ;(Zz =274,03 Jako, ze liczba wariantdw cechy X (J. Ang.) jest
rowna k=4 i ze liczba wariantéw cechy Y (Mat) jest rowna r=4, stad wartos¢ krytyczna ;(i odczytu-
jemy z tablic rozktadu #* dla 9 stopni swobody ((r—1)(k—1)) i a=0,1. y2=14,684 czyli obszarem

krytycznym jest przedziat (14,684; «). Wartosc¢ statystyki testowej nalezy do tego przedziatu, nalezy
wiec zdecydowanie odrzuci¢ hipoteze o niezaleznosci ocen z jezyka angielskiego i z matematyki.

Zadania

116. Badano zaleznos$¢ pomiedzy liczbg studentéw w pokoju w akademiku, a czestoscig korzystania z
czytelni. Niech X oznacza liczbe studentéw w pokoju w akademiku, a Y sumaryczny, tygodniowy
czas przebywania w czytelni. Na podstawie ponizszej tabeli, zweryfikowac na poziomie istotnosci
0.1 hipoteze o niezaleznosci cech Xi Y.

Y

X 0-2 2-4 4-6 6-8
2 1 3 0 0
3 2 15 34 3
4 2 7 27 4

117.Badano zalezno$¢ pomiedzy rodzajem stosowanego paliwa, a wiekiem kierowcéw. Niech X
oznacza rodzaj stosowanego paliwa, a Y wiek kierowcéw. Na podstawie ponizszej tabeli,
zweryfikowac na poziomie istotnosci 0.01 hipoteze o niezaleznosci cech Xi Y.
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X 20-25 25-35 35-50 Ponad 50

Pb95 10 3 22 10

Pb98 12 15 24 3

ON 20 7 27 14

LPG 12 14 2 11

Regresja liniowa
Przyktad 32

Mierzono wspédfzaleznos¢ miedzy cisnieniem, a temperaturg dla 10 elementowej proby losowej urzg-
dzen pewnego typu. Wyniki pomiaréw przedstawiono w ponizszej tabeli

Cisnienie [hPa] 17 19 20 21 22 24 26 27 27 30

Temperatura [° C] 19 20 23 21 23 23 26 25 26 34

Wyznaczymy najpierw wspoétczynnik korelacji miedzy cisnieniem, a temperaturg, a nastepnie réwna-
nie regresji liniowej dla tych dwdch zmiennych. Jako zmienng X wzieto ci$nienie, a temperatura to
zmienna Y. Stad parametry poszczegdlnych zmiennych wynosza:

)_(:23,3, )_/:24, 5,=3,95,S5,=4,02, a suma ZX,yf wynosi 5735. Wstawiajgc te wartosci do

i=1

D xy,—n-X-Y
wzoru na empiryczny wspétczynnik korelacji r=-= < s otrzymujemy r = 0,899.
n-Sy oy
. . . . N . . S, 4,02
Wspdtczynnik a w réwnaniu regresji liniowej y = a -x + b wynosi: a=r-—-=0,899- : ~0,915.

X ’
Natomiast wspétczynnik b jest réwny 2,655. Stad réwnanie regresji ma postaé: y = 0,915 -x + 2,655.
Tego typu réwnania mozna wykorzystywa¢ do wyznaczania wartosci zmiennej Y czyli temperatury.
Na przyktad dla cisnienia rownego 25 hPa, obliczona wartos¢ temperatury wynosi 25,53.

Zadania

118. Wyznacz réwnanie regresji liniowej na podstawie proby:

Xi

23

24

26

27

29

32

Yi

101

123

103

105

108

110
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Dystrybuanta rozktadu normalnego N(O, 1)

* X

* K

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,500000

0,503989

0,507978

0,511966

0,515953

0,519939

0,523922

0,527903

0,531881

0,535856

0,1

0,539828

0,543795

0,547758

0,551717

0,555670

0,559618

0,563559

0,567495

0,571424

0,575345

0,2

0,579260

0,583166

0,587064

0,590954

0,594835

0,598706

0,602568

0,606420

0,610261

0,614092

0,3

0,617911

0,621720

0,625516

0,629300

0,633072

0,636831

0,640576

0,644309

0,648027

0,651732

0,4

0,655422

0,659097

0,662757

0,666402

0,670031

0,673645

0,677242

0,680822

0,684386

0,687933

0,5

0,691462

0,694974

0,698468

0,701944

0,705401

0,708840

0,712260

0,715661

0,719043

0,722405

0,6

0,725747

0,729069

0,732371

0,735653

0,738914

0,742154

0,745373

0,748571

0,751748

0,754903

0,7

0,758036

0,761148

0,764238

0,767305

0,770350

0,773373

0,776373

0,779350

0,782305

0,785236

0,8

0,788145

0,791030

0,793892

0,796731

0,799546

0,802337

0,805105

0,807850

0,810570

0,813267

0,9

0,815940

0,818589

0,821214

0,823814

0,826391

0,828944

0,831472

0,833977

0,836457

0,838913

0,841345

0,843752

0,846136

0,848495

0,850830

0,853141

0,855428

0,857690

0,859929

0,862143

1,1

0,864334

0,866500

0,868643

0,870762

0,872857

0,874928

0,876976

0,879000

0,881000

0,882977

1,2

0,884930

0,886861

0,888768

0,890651

0,892512

0,894350

0,896165

0,897958

0,899727

0,901475

1,3

0,903200

0,904902

0,906582

0,908241

0,909877

0,911492

0,913085

0,914657

0,916207

0,917736

1,4

0,919243

0,920730

0,922196

0,923641

0,925066

0,926471

0,927855

0,929219

0,930563

0,931888

1,5

0,933193

0,934478

0,935745

0,936992

0,938220

0,939429

0,940620

0,941792

0,942947

0,944083

1,6

0,945201

0,946301

0,947384

0,948449

0,949497

0,950529

0,951543

0,952540

0,953521

0,954486

1,7

0,955435

0,956367

0,957284

0,958185

0,959070

0,959941

0,960796

0,961636

0,962462

0,963273

1,8

0,964070

0,964852

0,965620

0,966375

0,967116

0,967843

0,968557

0,969258

0,969946

0,970621

1,9

0,971283

0,971933

0,972571

0,973197

0,973810

0,974412

0,975002

0,975581

0,976148

0,976705

0,977250

0,977784

0,978308

0,978822

0,979325

0,979818

0,980301

0,980774

0,981237

0,981691

2,1

0,982136

0,982571

0,982997

0,983414

0,983823

0,984222

0,984614

0,984997

0,985371

0,985738

2,2

0,986097

0,986447

0,986791

0,987126

0,987455

0,987776

0,988089

0,988396

0,988696

0,988989

2,3

0,989276

0,989556

0,989830

0,990097

0,990358

0,990613

0,990863

0,991106

0,991344

0,991576

2,4

0,991802

0,992024

0,992240

0,992451

0,992656

0,992857

0,993053

0,993244

0,993431

0,993613

2,5

0,993790

0,993963

0,994132

0,994297

0,994457

0,994614

0,994766

0,994915

0,995060

0,995201

2,6

0,995339

0,995473

0,995604

0,995731

0,995855

0,995975

0,996093

0,996207

0,996319

0,996427

2,7

0,996533

0,996636

0,996736

0,996833

0,996928

0,997020

0,997110

0,997197

0,997282

0,997365

2,8

0,997445

0,997523

0,997599

0,997673

0,997744

0,997814

0,997882

0,997948

0,998012

0,998074

2,9

0,998134

0,998193

0,998250

0,998305

0,998359

0,998411

0,998462

0,998511

0,998559

0,998605

0,998650

0,998694

0,998736

0,998777

0,998817

0,998856

0,998893

0,998930

0,998965

0,998999

3,1

0,999032

0,999065

0,999096

0,999126

0,999155

0,999184

0,999211

0,999238

0,999264

0,999289

3,2

0,999313

0,999336

0,999359

0,999381

0,999402

0,999423

0,999443

0,999462

0,999481

0,999499

3,3

0,999517

0,999534

0,999550

0,999566

0,999581

0,999596

0,999610

0,999624

0,999638

0,999651

3,4

0,999663

0,999675

0,999687

0,999698

0,999709

0,999720

0,999730

0,999740

0,999749

0,999758

3,5

0,999767

0,999776

0,999784

0,999792

0,999800

0,999807

0,999815

0,999822

0,999828

0,999835

3,6

0,999841

0,999847

0,999853

0,999858

0,999864

0,999869

0,999874

0,999879

0,999883

0,999888

3,7

0,999892

0,999896

0,999900

0,999904

0,999908

0,999912

0,999915

0,999918

0,999922

0,999925

3,8

0,999928

0,999931

0,999933

0,999936

0,999938

0,999941

0,999943

0,999946

0,999948

0,999950

3,9

0,999952

0,999954

0,999956

0,999958

0,999959

0,999961

0,999963

0,999964

0,999966

0,999967

0,999968

0,999970

0,999971

0,999972

0,999973

0,999974

0,999975

0,999976

0,999977

0,999978

4,1

0,999979

0,999980

0,999981

0,999982

0,999983

0,999983

0,999984

0,999985

0,999985

0,999986
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Krytyczne wartosci dla rozktadu t - Studenta

* K %

* K

poziom istotnosci - a

0,2

0,15

0,1

0,05

0,02

0,01

0,005

0,002

0,001

Stopnie swobody

3,0776835

4,1652998

6,3137515

12,706205

31,820516

63,656741

127,32134

318,30884

636,61925

1,8856181

2,2819306

2,9199856

4,3026527

6,9645567

9,9248432

14,089047

22,327125

31,599055

1,6377444

1,9243197

2,3533634

3,1824463

4,5407029

5,8409093

7,4533185

10,214532

12,923979

1,5332063

1,7781922

2,1318468

2,7764451

3,7469474

4,6040949

5,5975684

7,1731822

8,6103016

1,475884

1,6993626

2,0150484

2,5705818

3,36493

4,032143

4,7733406

5,8934295

6,8688266

1,4397557

1,6501731

1,9431803

2,4469118

3,1426684

3,707428

4,3168271

5,2076262

5,9588162

1,4149239

1,6165917

1,8945786

2,3646243

2,9979516

3,4994833

4,0293372

4,7852896

5,4078825

1,3968153

1,5922214

1,859548

2,3060041

2,8964594

3,3553873

3,8325187

4,5007909

5,0413054

OO IN|O|UVT B WIN|R

1,3830287

1,5737358

1,8331129

2,2621572

2,8214379

3,2498355

3,6896624

4,2968057

4,7809126

[y
o

1,3721836

1,5592359

1,8124611

2,2281388

2,7637695

3,1692727

3,5814062

4,1437005

4,5868939

=
[y

1,3634303

1,5475598

1,7958848

2,2009852

2,7180792

3,1058065

3,4966142

4,024701

4,4369793

[y
N

1,3562173

1,5379565

1,7822875

2,1788128

2,680998

3,0545396

3,4284442

3,9296333

4,3177913

[
w

1,3501713

1,5299196

1,7709334

2,1603687

2,6503088

3,0122758

3,3724679

3,8519824

4,2208317

[y
H

1,3450304

1,5230951

1,7613101

2,1447867

2,6244941

2,9768427

3,3256958

3,7873902

4,1404541

[
(6}

1,3406056

1,517228

1,7530503

2,1314495

2,6024803

2,9467129

3,2860386

3,7328344

4,0727652

[y
[+)}

1,3367572

1,5121302

1,7458837

2,1199053

2,5834872

2,9207816

3,2519929

3,6861548

4,0149963

[
~N

1,3333794

1,5076598

1,7396067

2,1098156

2,566934

2,8982305

3,2224499

3,6457674

3,9651263

[y
o0

1,3303909

1,5037077

1,7340636

2,100922

2,5523796

2,8784405

3,1965742

3,6104849

3,9216458

[
o

1,3277282

1,5001888

1,7291328

2,093024

2,5394832

2,8609346

3,1737245

3,5794001

3,8834059

N
o

1,3253407

1,4970355

1,7247182

2,0859634

2,527977

2,8453397

3,1534005

3,5518083

3,8495163

N
=

1,3231879

1,4941938

1,7207429

2,0796138

2,517648

2,8313596

3,1352062

3,5271537

3,8192772

N
N

1,3212367

1,4916196

1,7171443

2,0738731

2,5083245

2,8187561

3,1188242

3,504992

3,7921307

N
w

1,3194602

1,4892769

1,7138715

2,0686576

2,4998667

2,8073357

3,103997

3,4849644

3,7676268

N
H

1,3178359

1,4871358

1,7108821

2,0638985

2,4921595

2,7969395

3,0905135

3,4667773

3,7453986

N
(8, ]

1,3163451

1,4851713

1,7081407

2,0595385

2,4851072

2,7874358

3,0781995

3,4501887

3,7251439

N
()]

1,3149719

1,4833625

1,7056179

2,0555294

2,4786298

2,7787145

3,0669091

3,4349972

3,7066117

N
~N

1,3137029

1,4816916

1,7032884

2,0518305

2,4726599

2,7706829

3,0565201

3,4210336

3,6895917

N
[*]

1,3125268

1,4801434

1,7011309

2,0484071

2,4671401

2,7632624

3,0469288

3,4081552

3,6739064

N
[(-]

1,3114336

1,4787048

1,699127

2,0452296

2,4620214

2,7563859

3,0380467

3,3962403

3,659405

w
o

1,310415

1,4773647

1,6972609

2,0422724

2,4572615

2,7499957

3,0297982

3,3851849

3,6459586

iy
o

1,3030771

1,4677204

1,683851

2,0210754

2,4232568

2,7044593

2,9711713

3,3068777

3,5509658

(94
o

1,2987137

1,461994

1,675905

2,0085591

2,4032719

2,6777933

2,9369641

3,2614091

3,4960129

2]
o

1,2958211

1,4582013

1,6706489

2,0002978

2,3901195

2,660283

2,9145526

3,2317091

3,4602005

N
o

1,2937629

1,4555042

1,6669145

1,9944371

2,3808075

2,6479046

2,8987338

3,2107891

3,4350145

o]
o

1,2922236

1,4534881

1,6641246

1,9900634

2,3738682

2,6386906

2,886972

3,1952577

3,4163375

o
o

1,2910289

1,4519238

1,6619611

1,9866745

2,3684974

2,6315652

2,8778842

3,1832708

3,4019353

100

1,2900748

1,4506749

1,6602343

1,9839715

2,3642174

2,6258905

2,8706515

3,1737395

3,3904913

110

1,2892952

1,4496546

1,6588242

1,9817652

2,3607263

2,6212645

2,8647586

3,1659794

3,3811791

120

1,2886462

1,4488055

1,6576509

1,9799304

2,3578246

2,6174211

2,8598648

3,1595387

3,3734538
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* K %
*

* K

poziom istotnosci - a

0,999 0,998 0,995 0,99 0,98 0,95 0,9
1 | 0,000001 0,000006 0,000039 | 0,0001571 | 0,0006285 | 0,0039321 | 0,0157908
2 | 0,002001 0,004004 | 0,0100251 | 0,0201007 | 0,0404054 | 0,1025866 | 0,210721
3 | 0,0242976 | 0,0386809 | 0,0717218 | 0,1148318 | 0,1848318 | 0,3518463 | 0,5843744
4 | 0,090804 | 0,1292377 | 0,2069891 | 0,2971095 | 0,4293982 | 0,710723 | 1,0636232
5 | 0,2102126 0,28014 0,4117419 | 0,5542981 | 0,7518889 | 1,1454762 | 1,610308
6 | 0,3810668 | 0,486407 | 0,6757268 | 0,8720903 | 1,1344192 | 1,6353829 | 2,2041307
7 | 0,5984938 | 0,7410573 | 0,9892557 | 1,2390423 | 1,564293 | 2,1673499 | 2,8331069
8 | 0,8571048 | 1,0375239 | 1,3444131 | 1,6464974 | 2,0324769 | 2,7326368 | 3,4895391
9 | 1,1519495 | 1,3702055 | 1,7349329 | 2,0879007 | 2,5323787 | 3,3251129 | 4,168159
10 | 1,4787435 | 1,7344596 | 2,1558565 | 2,5582122 | 3,0590514 | 3,9402991 | 4,8651821
11 | 1,8338527 | 2,1264588 | 2,6032219 | 3,0534841 | 3,6086869 | 4,5748131 | 5,5777848
12 | 2,2142093 | 2,5430358 | 3,0738237 | 3,570569 | 4,1782871 | 5,2260295 | 6,3037961
13 | 2,6172181 | 2,9815505 | 3,5650346 | 4,1069155 | 4,7654454 | 5,8918644 | 7,0415046
14 | 3,0406725 | 3,4397832 | 4,074675 | 4,6604251 | 5,3681975 | 6,5706315 | 7,7895337
15 | 3,4826845 | 3,915852 | 4,6009156 | 5,2293489 | 5,9849163 | 7,260944 | 8,5467563
16 | 3,9416278 | 4,4081474 | 5,1422055 | 5,8122125 | 6,6142374 | 7,9616456 | 9,3122365
17 | 4,4160927 | 4,9152823 | 5,6972171 | 6,4077598 | 7,255003 | 8,6717603 | 10,085186
'§ 18 | 4,9048488 | 5,4360521 | 6,2648047 | 7,0149109 | 7,9062214 | 9,3904551 | 10,864936
S| 19 | 5,406816 | 59694039 | 6,8439715 | 7,6327297 | 8,5670355 | 10,117013 | 11,65091
§ 20 | 5,9210408 | 6,5144114 | 7,4338443 | 8,2603984 | 9,2366986 | 10,850812 | 12,442609
g_ 21 | 6,4466766 | 7,0702549 | 8,0336535 | 8,897198 | 9,9145559 | 11,591305 | 13,239598
g 22 | 6,9829685 | 7,636205 | 8,6427165 | 9,5424924 | 10,600029 | 12,338015 | 14,041493
23 | 7,5292398 8,21161 9,2604248 | 10,195716 | 11,292604 | 13,090514 | 14,847956
24 | 8,0848816 | 8,7958844 | 9,8862335 | 10,856362 | 11,991822 | 13,848425 | 15,658684
25 | 8,6493436 | 9,3885002 | 10,519652 | 11,523975 | 12,697273 | 14,611408 | 16,473408
26 | 9,2221269 | 9,988979 | 11,160237 | 12,198147 | 13,408585 | 15,379157 | 17,291885
27 | 9,802777 | 10,596886 | 11,807587 | 12,878504 | 14,125422 | 16,151396 | 18,113896
28 | 10,390879 | 11,211826 | 12,461336 | 13,56471 | 14,847481 | 16,927875 | 18,939243
29 | 10,986054 | 11,833436 | 13,121149 | 14,256455 | 15,574483 | 17,708366 | 19,767744
30 | 11,587951 | 12,461383 | 13,78672 | 14,953457 | 16,306175 | 18,492661 | 20,599235
40 | 17,916427 | 19,032116 | 20,706535 | 22,164261 | 23,837574 | 26,509304 | 29,050523
50 | 24,673905 | 26,005747 | 27,990749 | 29,706683 | 31,663863 | 34,764252 | 37,688649
60 | 31,738342 | 33,267067 | 35,534492 | 37,484852 | 39,699424 | 43,187959 | 46,458889
70 | 39,036378 | 40,747049 | 43,27518 | 45,441718 | 47,893445 | 51,739279 | 55,32894
80 | 46,519876 | 48,400487 | 51,171932 | 53,540078 | 56,212845 | 60,39148 | 64,277846
90 | 54,155244 | 56,195877 | 59,196305 | 61,754079 | 64,63466 | 69,126031 | 73,291092
100| 61,91794 | 64,110225 | 67,327564 | 70,064896 | 73,142184 | 77,929467 | 82,358138
110| 69,789391 | 72,126145 | 75,550045 | 78,458311 | 81,722808 | 86,791629 | 91,471038
120| 77,755141 | 80,230109 | 83,851573 | 86,923281 | 90,366743 | 95,704638 | 100,62363
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KAPITAL LUDZKI ek X EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI Bty FUNDUSZ SPOLECZNY
Krytyczne wartosci dla rozktadu y2 (chi kwadrat)
poziom istotnosci - a

0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001
1 2,7055 3,8415 5,4119 6,6349 7,8794 9,5495 10,828
2 4,6052 5,9915 7,824 9,2103 10,597 12,429 13,816
3 6,2514 7,8147 9,8374 11,345 12,838 14,796 16,266
4 7,7794 9,4877 11,668 13,277 14,86 16,924 18,467
5 9,2364 11,07 13,388 15,086 16,75 18,907 20,515
6 10,645 12,592 15,033 16,812 18,548 20,791 22,458
7 12,017 14,067 16,622 18,475 20,278 22,601 24,322
8 13,362 15,507 18,168 20,09 21,955 24,352 26,124
9 14,684 16,919 19,679 21,666 23,589 26,056 27,877
10| 15,987 18,307 21,161 23,209 25,188 27,722 29,588
11| 17,275 19,675 22,618 24,725 26,757 29,354 31,264
12| 18,549 21,026 24,054 26,217 28,3 30,957 32,909
13| 19,812 22,362 25,472 27,688 29,819 32,535 34,528
14| 21,064 23,685 26,873 29,141 31,319 34,091 36,123
| 15| 22,307 24,996 28,259 30,578 32,801 35,628 37,697
§ 16 | 23,542 26,296 29,633 32 34,267 37,146 39,252
g 17| 24,769 27,587 30,995 33,409 35,718 38,648 40,79
3 18| 25,989 28,869 32,346 34,805 37,156 40,136 42,312
S/19| 27,204 30,144 33,687 36,191 38,582 41,61 43,82
g 20| 28,412 31,41 35,02 37,566 39,997 43,072 45,315
21| 29,615 32,671 36,343 38,932 41,401 44,522 46,797
22| 30,813 33,924 37,659 40,289 42,796 45,962 48,268
23| 32,007 35,172 38,968 41,638 44,181 47,391 49,728
24| 33,196 36,415 40,27 42,98 45,559 48,812 51,179
25| 34,382 37,652 41,566 44,314 46,928 50,223 52,62
26| 35,563 38,885 42,856 45,642 48,29 51,627 54,052
27 | 36,741 40,113 44,14 46,963 49,645 53,023 55,476
28 | 37,916 41,337 45,419 48,278 50,993 54,411 56,892
29| 39,087 42,557 46,693 49,588 52,336 55,792 58,301
30| 40,256 43,773 47,962 50,892 53,672 57,167 59,703
40| 51,805 55,758 60,436 63,691 66,766 70,618 73,402
50| 63,167 67,505 72,613 76,154 79,49 83,657 86,661
60| 74,397 79,082 84,58 88,379 91,952 96,404 99,607
70| 85,527 90,531 96,388 100,43 104,21 108,93 112,32
80| 96,578 101,88 108,07 112,33 116,32 121,28 124,84
0 107,57 113,15 119,65 124,12 128,3 133,49 137,21
100 118,5 124,34 131,14 135,81 140,17 145,58 149,45
110 129,39 135,48 142,56 147,41 151,95 157,56 161,58
120/ 140,23 146,57 153,92 158,95 163,65 169,46 173,62
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Krytyczne wartosci dla rozktadu F Snedecora dla o. = 0,05
stopnie swobody licznika

* K %

* K

1 2 3 a4 5 6 7 8 9
1 | 161,448 | 199,500 | 215,707 | 224,583 | 230,162 | 233,986 | 236,768 | 238,883 | 240,543
2 | 18,513 | 19,000 | 19,164 | 19,247 | 19,296 | 19,330 | 19,353 | 19,371 | 19,385
3 | 10,128 | 9,552 | 9,277 | 9,117 | 9,013 | 8941 | 8887 | 8845 | 8812
4 | 7709 | 6944 | 6591 | 6388 | 6,256 | 6,163 | 6,094 | 6,041 | 5999
5 | 6608 | 578 | 5409 | 5192 | 5050 | 4950 | 4,876 | 4,818 | 4,772
6 | 5987 | 5143 | 4,757 | 4,534 | 4387 | 4284 | 4,207 | 4,147 | 4,099
7 | 5591 | 4,737 | 4347 | 4,120 | 3,972 | 3,866 | 3,787 | 3,726 | 3,677
8 | 5318 | 4,459 | 4,066 | 3,838 | 3,687 | 3,581 | 3,500 | 3,438 | 3,388
9 | 5,117 | 4,256 | 3,863 | 3,633 | 3,482 | 3,374 | 3,293 | 3,230 | 3,179
10 | 4,965 | 4,103 | 3,708 | 3,478 | 3,326 | 3,217 | 3,135 | 3,072 | 3,020
11 | 4,844 | 3,982 | 3,587 | 3,357 | 3,204 | 3,095 | 3,012 | 2,948 | 2,896
S| 12| 4747 | 3,885 | 3,490 | 3,259 | 3,106 | 2,996 | 2,913 | 2,849 | 2,796
% 13 | 4,667 | 3,806 | 3,411 | 3,179 | 3,025 | 2,915 | 2,832 | 2,767 | 2,714
€| 14 | 4600 | 3,739 | 3,344 | 3,112 | 2,958 | 2,848 | 2,764 | 2,699 | 2,646
€| 15 | 4543 | 3682 | 3,287 | 3,056 | 2901 | 2,790 | 2,707 | 2,641 | 2,588
§ 16 | 4,494 | 3,634 | 3,239 | 3,007 | 2,852 | 2,741 | 2,657 | 2,591 | 2,538
S| 17 | 4451 | 3,592 | 3,197 | 2,965 | 2,810 | 2,699 | 2,614 | 2,548 | 2,494
§ 18 | 4,414 | 3,555 | 3,160 | 2,928 | 2,773 | 2,661 | 2,577 | 2,510 | 2,456
S| 19 | 4,381 | 3,522 | 3,127 | 2,895 | 2,740 | 2,628 | 2,544 | 2,477 | 2,423
2120 | 4351 | 3,493 | 3,098 | 2,866 | 2,711 | 2,599 | 2,514 | 2,447 | 2,393
21 | 4325 | 3,467 | 3,072 | 2,840 | 2,685 | 2,573 | 2,488 | 2,420 | 2,366
22 | 4301 | 3,443 | 3,049 | 2,817 | 2,661 | 2,549 | 2,464 | 2,397 | 2,342
23 | 4279 | 3,422 | 3,028 | 2,796 | 2,640 | 2,528 | 2,442 | 2,375 | 2,320
24 | 4260 | 3,403 | 3,009 | 2,776 | 2,621 | 2,508 | 2,423 | 2,355 | 2,300
25 | 4,242 | 35385 | 2991 | 2,759 | 2,603 | 2,490 | 2,405 | 2,337 | 2,282
26 | 4,225 | 3,369 | 2,975 | 2,743 | 2,587 | 2,474 | 2,388 | 2,321 | 2,265
27 | 4210 | 3,354 | 2,960 | 2,728 | 2,572 | 2,459 | 2,373 | 2,305 | 2,250
28 | 4,196 | 3,340 | 2,947 | 2,714 | 2,558 | 2,445 | 2,359 | 2,291 | 2,236
29 | 4,183 | 3,328 | 2,934 | 2,701 | 2,545 | 2,432 | 2,346 | 2,278 | 2,223
30 | 4,171 | 3,316 | 2,922 | 2,690 | 2,534 | 2,421 | 2,334 | 2,266 | 2,211
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