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W wielu zagadnieniach zycia codziennego zastanawiamy sie nad szansami wystgpienia pewnych zda-
rzen. Na przyktad: jaka jest szansa wygrania miliona w toto lotka, jakie jest prawdopodobienstwo
awarii silnika okretowego, jakie sg szanse zdobycia ztotego medalu mistrzostw Swiata przez druzyne
Polski. Szacowaniem tych ,,szans” zajmuje sie wtasnie rachunek prawdopodobienstwa.

Rachunek prawdopodobieristwa zajmuje sie doswiadczeniami losowymi czyli takimi, ktérych wyniku
nie da sie przewidzie¢. Jednym z najprostszych doswiadczen losowych jest rzut kostka. Wynikiem
tego doswiadczenia moze by¢ ,jedno oczko” , ,dwa oczka”, ,trzy oczka”, ,cztery oczka”, , pie¢ oczek”
lub ,,sze$¢ oczek”, nigdy jednak z catkowitg pewnoscig nie mozemy powiedzie¢, ze w danym rzucie
wypadnie ,jedno oczko”. Podobnie jest w przypadku, gdy na punkcie raportowym systemu VTS mie-
rzymy czas pomiedzy przejsciami kolejnych jednostek torowych. Nie jesteSmy w stanie przewidzieé
jaki bedzie czas dla nastepnych statkéw.

Rachunek prawdopodobienistwa jest dziatem matematyki, ktéry na poczatku kursu wymaga jedynie
podstawowych wiadomosci, takich jak dziatania na zbiorach czy dziatania na liczbach wymiernych.
Ponadto cechg charakterystyczng tego dziatu matematyki jest czeste stosowanie opisdw stownych na
okreslenie wynikdéw réoznych doswiadczen losowych.

Rozdziat I. Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

Kazde doswiadczenie losowe korczy sie jakim$ wynikiem. W rzucie monetg moze to by¢ ,, wyrzucenie
orta”, w rzucie kostkg moze to by¢ , wyrzucenie jednego oczka”, w losowaniu jednej liczby ze zbioru
{1, 6, 8, 11} moze to by¢ ,wylosowanie 1”. Kazdy pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazy-
wamy zdarzeniem elementarnym. Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych nazywamy przestrzeniq
zdarzen elementarnych lub przestrzenig wynikéw. Oznaczamy j3 najczesciej grecka literg Q.

Przyktad 1

Doswiadczenie polega na rzucie kostka. Przestrzen zdarzen elementarnych sktada sie z 6 elementow:
»jedno oczko” , ,dwa oczka”, ,trzy oczka”, ,cztery oczka”, , pieé¢ oczek”, ,szes¢ oczek”. Przewaznie
korzystamy z jakiegos krétszego zapisu, np. Q={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Przyktad 2

Doswiadczenie polega na trzykrotnym rzucie moneta. Zbior Q sktada sie z 8 zdarzen elementarnych,
ktorymi sg 3-elementowe ciagi (X, y, z), gdzie kazdy element tego ciggu oznacza wynik rzutu moneta
(0lubr). Q={(0,0,0), (0,0,r),(0,1,0), (r,0,0), (o,r,r), (r,0,1), (r,1,0), (r,r,r)}

Przyktad 3
Doswiadczenie polega na ustawieniu trzech liter: A, B, C w dowolnej kolejnosci. Przestrzenig wynikow
jest zbior: QO = {ABC, ACB, BCA, BAC, CAB, CBA}

Kazdy podzbiér przestrzeni wynikdw nazywamy zdarzeniem. O kazdym zdarzeniu elementarnym
bedacym elementem zdarzenia Z, méwimy, ze sprzyja zdarzeniu Z.



B *

N UNIA EUROPEJSKA >
KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI | 4
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI 'we;*"m\e‘ FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

Przyktad 4

Dla doswiadczenia z przyktadu 2, niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze dokfadnie raz wy-
padnie orzet. Zdarzeniu A odpowiadajg 3 zdarzenia elementarne:

A={(o,r,r), (ro,r), (r,r,0)}

Przyktad 5

Dla doswiadczenia polegajacego na dwukrotnym rzucie kostkg, niech B oznacza zdarzenie polegajace
na tym, ze suma wyrzuconych oczek jest wieksza od 9:

B ={(6,4), (6,5), (6,6), (5,6), (5,5), (4,6)}

Na zdarzeniach, jako ze sg zbiorami, mozna wykonywac rézne dziatania, takie jak suma, iloczyn czy
roéznica.

Przyktad 6

W trzykrotnym rzucie monetg, niech A oznacza zdarzenie: wypadta dwa razy reszka. Stad
A={(o,r,r), (r,0,r), (r,r,0)}.

Niech B oznacza zdarzenie: za drugim razem wypadt orzet. B={(0,0,0), (0,0,r), (r,0,0), (r,0,r)}.

Sumg zdarzen A i B jest ztgczenie zbiordw A i B, czyli zbidr:
AUB ={(0,0,0), (0,0,1), (r,0,0), (o,1,r), (r,0,r), (r,1,0)}.

Natomiast iloczynem zdarzen A i B jest zbior, ktéry jest czescig wspdlng zbioréw A'i B:
AnB={(o,r,r), (r,o,r), (r,r,0)} " {(0,0,0), (0,0,r), (r,0,0), (r,0,r)} ={ (r,0,r)}

RAznicg zdarzen A i B sg te zdarzenia elementarne, sprzyjajace zdarzeniu A, ktdre nie sprzyjajg zda-
rzeniu B czyli zbior:
A-B={(0,0,0), (0,0,1), (r,0,0), (o,1,r), (r,0,1), (r,r,0)}.

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia B okreslonego w przyktadzie 9, jest zdarzenie
B'=Q—-B=/{(0,0,0), (0,0,r),(o,r,0), (r,0,0), (0,r,r), (r,0,r), (r,r,0), (r,1,r)}-{(0,0,0), (0,0,r), (r,0,0), (r,0,r)}
={(o,r,0), (o,1,r), (r,1,0), (r,1,1)},

tzn. B’ jest zdarzeniem polegajgcym na tym, ze za drugim razem nie wypadt orzet (inaczej méwiac B’
jest zdarzeniem: za drugim razem wypadta reszka).

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli w przestrzeni zdarzen elementarnych Q jest skoriczenie wiele wynikéw i wszystkie sg jedna-
kowo prawdopodobne, do wyznaczania prawdopodobienstw mozemy zastosowac tak zwany model
klasyczny.

Prawdopodobieristwem danego zdarzenia A nazywamy iloraz liczby zdarzen elementarnych odpo-
wiadajgcych zdarzeniu A, przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych. Mamy wiec:

gdzie n(A) oznacza liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A, a n(€Q2) liczbe wszystkich zdarzen elemen-
tarnych.
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Przyktad 7
. ) n(A) 3
Dla zdarzenia A z przyktadu 4, n(A)=3 i n(Q2)=8, stad P(A) = =—
n(Q) 8
Dla zdarzenia B z przyktadu 5, n(B)=6 i n(Q2)=36, stad P(B)—M—i—1
Py ’ o n(Q) 36 6

Z powyzszej definicji wynika, ze prawdopodobienstwo jest liczbg mniejszg badz réwna 1. Wynika to
stad, ze liczba zdarzen sprzyjajgcych danemu zdarzeniu nie moze przekroczy¢ liczby wszystkich zda-
rzen elementarnych.

Z drugiej strony, prawdopodobienstwo jest liczbg wiekszg badz réwng 0. Wynika to stad, ze liczba
zdarzen sprzyjajgcych danemu zdarzeniu nie moze by¢ liczbg ujemna.

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienistwo jest réwne 1, nazywamy zdarzeniem pewnym. A zdarzenie,
ktdrego prawdopodobienstwo jest rowne 0, nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Zdarzenie A’, ktéremu odpowiadajg wszystkie zdarzenia elementarne, ktére nie odpowiadajg zdarze-
niu A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A.

Elementy kombinatoryki

W zwigzku z tym, ze w klasycznym podejsciu do prawdopodobienstwa liczymy liczbe zdarzen elemen-
tarnych, niezbedne stajg sie rézne sposoby obliczania mozliwych wynikéw poszczegdlnych doswiad-
czen. A wiec teraz zajmiemy sie elementami kombinatoryki, ktdre postuzg temu celowi.

Jezeli n jest liczba naturalng, to symbol n! (n silnia) okreslamy w nastepujacy sposdb:

ol'=1
n!'=1-2-3-...-n dlan>1

n
Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie (kj , ktore czytamy ,,n po k”, a obliczamy nastepujaco:

e

Permutacjq zbioru n — elementowego nazywamy kazdy n — wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich
elementow tego zbioru. Liczbe permutacji zbioru n — elementowego wyrazamy wzorem:

P,=n!

Kombinacjg k — elementowg ze zbioru n — elementowego nazywamy dowolny podzbidr k —
elementowy danego zbioru n — elementowego. Liczbe takich kombinacji wyrazamy wzorem:

e
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Wariacjg k — elementowgq bez powtdrzen ze zbioru n — elementowego nazywamy kazdy k —
wyrazowy cigg o réznych wyrazach, nalezacych do danego zbioru n — elementowego. Liczbe takich
wariacji wyrazamy wzorem:

. =n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)

Wariacjg k — elementowgq z powtdrzeniami ze zbioru n — elementowego nazywamy kazdy k —
wyrazowy cigg o wyrazach nalezgcych do danego zbioru n — elementowego. Liczbe takich wariacji
wyrazamy wzorem:

M/nk =nk
Przyktad 8
Doswiadczenie polega na pieciokrotnym rzucie monetg. Zbiér Q sktada sie ze zdarzen elementar-
nych, ktérymi sg 5-elementowe ciagi (X, y, z, u, t), gdzie kazdy element tego ciggu oznacza wynik
rzutu monetg (o lub r). Wynika z tego, ze liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna liczbie
piecioelementowych wariacji z powtdrzeniami ze zbioru dwuelementowego {o, r}, czyli
n(Q) = W°, = 2°=32.

Przyktad 9

Doswiadczenie polega na wylosowaniu trzech studentéw z 20 — osobowej grupy. Zbidr Q sktada sie
ze zdarzen elementarnych, ktérymi sg trzyelementowe podzbiory zbioru 20 — elementowego. Stad
liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna liczbie kombinacji trzyelementowych ze zbioru
20 —elementowego, czyli

20
n(Q)=Cy =(3 j=1140

Geometryczna definicja prawdopodobienstwa

Nie wszystkie doswiadczenia majg skorczong czy przeliczalng liczbe wynikéw. W takich przypadkach
model klasyczny jest nieodpowiedni, bo nie mozna policzy¢ zdarzen elementarnych. Jezeli przestrzen
wynikéw jest zbiorem, ktory mozna w jakis sposéb zmierzyé, to mozna wtedy zastosowac geome-
tryczny model prawdopodobienistwa.

Jezeli Q jest obszarem w R" o skoficzonej mierze i prawdopodobienstwo trafienia w obszar A = Q
zalezy tylko od miary obszaru A i nie zalezy od potozenia obszaru A wewnatrz obszaru Q, to

_mA

P(A)_mQ

gdzie mA oznacza miare zbioru A, a mQ miare zbioru Q.

Przyktad10
Losujemy jedng liczbe z przedziatu od 0 do 10. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze bedzie

to liczba mniejsza od 2?

Wszystkich liczb rzeczywistych w przedziale <O, 10> jest nieskoniczenie wiele, dlatego klasyczna defini-
cja jest nie do zastosowania. Mozna jednak zmierzy¢ dtugos¢ tego przedziatu, wynosi ona 10 jedno-
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stek. Natomiast zdarzeniu A, odpowiada przedziat <0,2), ktorego dtugos¢ wynosi 2. Stad
prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi
P(A) mA _ 2

mQ 10
Definicja aksjomatyczna prawdopodobienstwa
Podejscie klasyczne czy podejscie geometryczne jakkolwiek czesto stosowane nie wyczerpujg wszyst-
kich mozliwych sytuacji, w ktérych stosuje sie prawdopodobieristwo. Dlatego zostata stworzona ak-

sjomatyczna definicja prawdopodobienstwa, bedgca podstawg catego rachunku prawdopodobien-
stwa.

Dana jest przestrzen zdarzen elementarnych Q oraz wyrdzniona rodzina zdarzen losowych M.
Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje okreslong na rodzinie M o wartosciach nalezgcych do
zbioru liczb rzeczywistych R, ktéra spetnia nastepujgce aksjomaty:

Aksjomat 1
Dla dowolnego zdarzenia A€M prawdopodobieristwo P(A) spetnia nieréwnos¢: 0<P(A)<1

Aksjomat 2
Prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego Q jest réwne jednosci: P(Q)=1.

Aksjomat 3
Prawdopodobieristwo sumy przeliczalnej liczby zdarzen wytaczajacych sie parami (A, NA =9, i;éj)

jest réwne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen:
AUn J-3ria)
k=1 k=1

Wiasnosci prawdopodobienstwa
Na podstawie powyzszych aksjomatéw mozna wykazac, ze prawdopodobienstwo ma nastepujgce
wiasnosci:

1. Jezeli AcB, to P(A) ( )

2. P(ALB)=P(A)+P(8)-P(ArB)

3. P(A')=1-P(A)

Udowodnimy tu wiasnosc 3. Z definicji zdarzenia przeciwnego wiadomo, ze A'UA=Q izdarzenia
A'iA sgroztaczne. Stad P(A'UA)=P(Q)=1.Z aksjomatu 3 wynika, ze P(A'UA)=P(A")+P(A)
czyli

P(A)+P(A)=P(A'UA)=P(Q)=1=P(A")=1-P(A).

Zdarzenia niezalezne

1. Niezaleznos¢ pary zdarzen:
Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jezeli zachodzi rownos¢
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P(ANB)=P(A)-P(B)

2. Niezalezno$é n zdarzen (nz 2)
Zdarzenia A4, 4,, ..., A, nazywamy niezaleznymi, jezeli dla kazdej liczby naturalnej £ <n i dowol-
nego skoriczonego ciagu liczb naturalnych i, i,,..., 7, spetniajacych nieréwnosci i, <i, <...<i, <n

zachodzi wzor

P4, A, .nd, ) =P(4,)P(4,)..P(4,)

Przyktad 11

Doswiadczenie polega na czterokrotnym rzucie monetg. Niech A oznacza zdarzenie: dwa razy
wypadta reszka, a zdarzenie B: za drugim razem wypadt orzet. Przestrzen zdarzen elementarnych
sktada sie z 16 elementdw:

Q={(0,0,0,0), (0,0,0,r),(0,0,r,0), (0,1,0,0),(r,0,0,0), (0,0,r,r), (0,1,0,1), (r,0,0,r),(r,0,1,0), (0O,r,1,0), (I,I,0,0),

(r,r,r,0), (r,r,0,r), (r,0,1,1), (O,r,1,1), (1,1,1,1)}.

Natomiast zdarzenia A i B s nastepujgcymi zbiorami:

A={(o,0,1,r), (0,1,0,1), (r,0,0,1),(r,0,r,0), (0,r,1,0), (r,1,0,0)}

B={(0,0,0,0), (0,0,0,r),(0,0,r,0),(r,0,0,0), (0,0,r,1), (r,0,0,1),(r,0,r,0), (r,0,r,r)}

Zdarzenie ANB jest czescig wspdlna zbiorow A i B czyli AnB = {(o,0,r,r), (r,0,0,r),(r,0,r,0)}
Stad otrzymujemy prawdopodobienistwa:

P(A) = 6/16, P(B) =8/16 i P(AnB) = 3/16.

lloczyn prawdopodobienstw: P(A)-P(B) = 6/16 - 8/16 = 3/16 jest rowny prawdopodobieristwu P(ANB),
stad wnioskujemy, ze zdarzenia A i B sg niezalezne.

Przyktad 12
Pewien uktad sktada sie z dwdch elementdw potaczonych szeregowo. Prawdopodobienstwo awarii

pojedynczego elementu wynosi 0,3. Jezeli zatozymy, ze elementy dziatajg niezaleznie od siebie, czyli
dziatanie jednego elementu nie wptywa na dziatanie drugiego, mozemy obliczy¢ prawdopodobien-
stwo awarii catego uktadu. Oznaczajac elementy literami A i B, niech P(A) i P(B) oznaczajg prawdo-
podobiefstwo awarii tych elementéw.

A B
o\ N
/ /

Przy takim potaczeniu caty uktad przestanie dziataé, gdy ,popsuje sie” chociaz jeden z elementéow
czyli A lub B. Prawdopodobienstwo awarii catego uktadu P(U) jest wiec réwne P(AUB). Z wiasnosci
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prawdopodobieristwa wynika, ze P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB). Ponadto awarie elementéw A i

B sg zdarzeniami niezaleznymi. Stad
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)=0,3+0,3-0,3-0,3=0,51

Mozna odwrdcic¢ sytuacje i badaé prawdopodobieristwo prawidtowego zadziatania uktadu czyli ina-
czej méwiac jego niezawodnos¢ (tutaj wspominamy o niezawodnosci tylko w bardzo waskim zakre-
sie).

Przyktad 13
Oblicz niezawodnos¢ uktadu szeregowego i rownolegtego dwdéch elementdw A i B, przy zatozeniu, ze

dziatajg one niezaleznie i niezawodnos¢ kazdego z nich wynosi g=0,9.

A B
N\ N\
Y O/

W przypadku potaczenia szeregowego (rysunek powyzej), zeby dziatat caty uktad muszg dziataé¢ oba
elementy, czyli

N=P(AnB)=P(A)-P(B)=g-q=0,9-0,9=0,81

A

O O

W przypadku pofaczenia réwnolegtego(rysunek powyzej), zeby dziatat caty uktad musi dziata¢ ele-
ment A lub element B, czyli

N=P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)=0,9+0,9-0,9-0,9=0,99

Prawdopodobienstwo warunkowe

Jezeli P(A)>0, to prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia B pod warunkiem zajscia

zdarzenia A nazywamy liczbe: %, ktdrg oznaczamy symbolem: P(B|A) czyli
P(ANB)

Przyktad 14
Prawdopodobieristwo warunkowe mozna dobrze zilustrowac przy pomocy tabeli liczebnosci zdarzen.

B D
A 200 100
C 250 300

Liczby w powyzsze] tabeli oznaczajg liczby wspdlnych zdarzen elementarnych, czyli 200 to liczba zda-
rzen elementarnych odpowiadajgcych zdarzeniu AnB, a 100 to liczba zdarzen elementarnych odpo-
wiadajgcych zdarzeniu AND. Stad liczba zdarzen elementarnych odpowiadajgcych zdarzeniu A wynosi

9
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300 (200+100). A liczba zdarzen elementarnych odpowiadajgcych zdarzeniu B wynosi 450 (200 dla
ANB + 250 dla BNC). Natomiast wszystkich zdarzen elementarnych jest w sumie 850. Wykorzystujac
czestos¢ zdarzenia do oszacowania jego prawdopodobienstwa, mozna wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwa poszczegélnych zdarzen. | tak P(A):%, P(AmB):%g. Stad prawdopodobieristwo warun-
kowe zajscia zdarzenia B pod warunkiem zajscia zdarzenia A wynosi:
200
P(ANB gcg 200 2
p(8]A)= (AnNB) gso _200 2
P(A) 300 300 3
850
Na podstawie powyzszej tabeli mozemy wyznaczy¢ inne prawdopodobieristwa warunkowe:

( ) 200 ( ) 100

P(BNA) ggg 200 4 P(DNA) g50 100 1

P A B = = :—:—, = = = —=

( | ) P(B) 450 450 9 ( | ) P(D) 400 400 4
850 850

Prawdopodobienstwo catkowite
Jezeli zdarzenia A}, A,,...,A, wytaczaja sie parami i zadne z nich nie jest zdarzeniem niemozliwym
oraz suma zdarzen A, jest zdarzeniem pewnym (tzn. A, UA, U...UA =Q), to wdéwczas dla dowol-

nego zdarzenia B zachodzi wzér:

n

P(8)=2_P(4,)-P(8]A))

i=1
Jest to wzdr na tak zwane prawdopodobieristwo catkowite.

Stosuje sie je czesto w sytuacjach, w ktérych badane elementy pochodzg z kilku roztagcznych grup
(np.: fabryki, klasy, miasta, wydziaty), w ktérych wspdlna cecha wystepuje z réznym natezeniem.

Przyktad 15
45% floty pewnego armatora stanowia chemikaliowce, 20% tankowce, a reszta to masowce. Sposréd

chemikaliowcéw potowa jest wyposazona w system PNS (Pilotowy System Nawigacyjny). Sposrdd
tankowcédw 60% ma PNS. Natomiast sposréd masowcodw, co pigty ma PNS. Obliczyé prawdopodo-
bienstwo, ze losowo wybrany statek tego armatora ma PNS.

Mamy trzy roztgczne grupy statkow: chemikaliowce (A,), tankowce (A,) i masowce (A;). Z tresci zada-
nia wynika, ze P(A,)=0,45, P(A,)=0,2 i P(A3)=0,35. Cechg wspdlng jest posiadanie PNS (zdarzenie B). Z
tresci zadania wynika, ze w grupie chemikaliowcéw prawdopodobieristwo posiadania PNS wynosi 0,5
czyli inaczej méwigc prawdopodobienstwo, tego ze statek ma PNS, pod warunkiem, ze jest chemika-
liowcem wynosi: P(B|A;)=0,5. Podobnie P(B|A,)=0,6 i P(B|A3)=0,2. Czyli prawdopodobienstwo catko-
wite tego, ze losowo wybrany statek tego armatora ma PNS wynosi:

P(B)zzn:P(A,)-P(B|A,):0,45-0,5+0,2-0,6+0,35-0,2:0,415
i=1

10
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Wzér Bayesa
Zaktadamy, ze zdarzenia A ,A,,...,A, spetniaja zatozenia podane przy prawdopodobienstwie catkowi-

tym oraz P(B)>0. Wéwczas

P(A|B)= P(A,)-P(8]4) :P(A,-)'P(B|AI_)
( ‘ ) " p Ai).p(B|Al_) P(B)

i=1

Prawdopodobienistwo to jest czasami nazywane prawdopodobienstwem a posteriori czyli ,po
fakcie”. Stosuje sie je czesto w sytuacjach, w ktérych wiemy, ze element ma jakas ceche i na
podstawie intensywnosci wystepowania tej cechy w réinych grupach, obliczamy
prawdopodobienstwo, ze nalezy on do danej grupy.

Przyktad 16
Kontynuujac poprzedni przyktad obliczymy prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze wybrany sta-

tek to tankowiec, jezeli wiadomo, ze ma PNS. Czyli jest to prawdopodobierstwo P(A;|B).

() #(o18) oasos
P(B) 0415

P(4.ls)=

Schemat Bernulliego

Zaktadamy, ze w wyniku doswiadczenia losowego S mogg zajs¢ dwa zdarzenia: zdarzenie A, ktoére
nazywamy sukcesem oraz zdarzenie przeciwne A’, ktdre nazywamy porazkq. Ponadto zaktadamy, ze
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest dla kazdego doswiadczenia S state i rowna sie p. Praw-
dopodobienstwo porazki A’ oznaczamy symbolem q(qzl—p). Cigg powtdrzen doswiadczenia S
nazywamy schematem Bernoulliego (doswiadczenia S nazywamy probami Bernoulliego). Prawdopo-

dobieristwo P(S,=k) otrzymania k(0<k<n) sukceséw w ciagu n préb Bernoulliego okreslone jest

wzorem
P(Sn =k):[:]pk ,qnfk, gdzie p:P(A)IqZP(A.)

Przyktad 17

Rozpatrzmy doswiadczenie losowe polegajgce na dziesieciokrotnym powtdrzeniu rzutu moneta.
Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze 4 razy wypadnie orzet. W tym wypadku sukcesem jest
wyrzucenie orta, a porazkg wyrzucenie reszki. Prawdopodobieristwo sukcesu w pojedynczej prébie

1 1
wynosi p :E' a prawdopodobienstwo porazki g =E. Liczba préb to n=10, a liczba sukcesdéw to k=4.Z

powyzszego wzoru wynika wiec, ze

10 4 6
P(so=4)=| " 2] 1] =22 ~0,205
4 )\2) \2) 1024

11
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Rozdziat Il. Zmienne losowe

W poprzednim rozdziale rozpatrywalismy wiele doswiadczen losowych, ktérych wyniki przedstawiali-
Smy w sposéb opisowy. W niniejszym rozdziale wprowadzimy pojecie zmiennej losowej, ktdre po-
zwoli ,przerobi¢” wyniki doswiadczen losowych na liczby. Taki sposéb ujecia da nowe mozliwosci
opisu zjawisk losowych.

Zmiennq losowq X nazywamy kazdg funkcje okreslong na przestrzeni wynikéw Q, o wartosciach rze-
czywistych taka, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x, zbidr zdarzen elementarnych weQ, dla ktérych

X(@)<x, jest zdarzeniem losowym.

Zmienne losowe oznaczamy najczesciej wielkimi literami: X, Y, T, W, Z. Wyrdzniamy dwa podstawowe
typy zmiennych losowych: skokowe i ciggte.

Zmienna losowa skokowa
Zmienng losowg nazywamy skokowgq (dyskretnga), jezeli przyjmuje skoriczong lub przeliczalng liczbe
wartosci.

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej X nazywamy zbiér par:
{(x,.,p,.),izl,z,...}, gdzie x; oznacza wartoé¢ zmiennej X , a p; jest prawdopodobieristwem, z jakim

zmienna X przyjmuje wartos¢ x; czyli p; = P(X=x;). Czesto rozktad zmiennej losowe]j skokowe;j jest
przedstawiany w postaci tabeli:

Xi X1 X2 vee Xn

P(X = x;) Pi1 p2 Pn

Przyktad 18

Rzucamy 3 razy moneta. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych ortéw. Przestrzenn wynikéw jest naste-
pujaca: Q={(0,0,0), (0,0,r),(0,r,0), (r,0,0), (0,1,1), (r,0,1), (r,r,0), (r,1,r)}.

Dla poszczegdlnych zdarzen elementarnych zmienna losowa X ma nastepujace wartosci:

12
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Wartosci 0 odpowiada jedno zdarzenie elementarne, czyli P(X=0)=1/8. Wartosci 1 odpowiadajg trzy
zdarzenia elementarne, czyli P(X=1)=3/8. Wartosci 2 odpowiadajg trzy zdarzenia elementarne, czyli
P(X=2)=3/8. Wartosci 3 odpowiada jedno zdarzenie elementarne, czyli P(X=3)=1/8. Stad rozktad
prawdopodobienstwa tej zmiennej jest nastepujacy:

X; 0 1 2 3
P =x) 1 3 3 1
8 8 8 8

Dystrybuanta

Dystrybuantq zmiennej losowej X nazywamy funkcje F(x) zmiennej xe€R okreslong wzorem

F(x)=P(X<x), dlakazdego x €R. Inaczej méwiac jest to prawdopodobieristwo skumulowane.

Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego okreslona jest wzorem

Fx)=2p

X;<x

gdzie sumowanie rozcigga si¢ na te wskazniki i, dla ktérych x; <x .

Przyktad 19

Kontynuujgc poprzedni przyktad mamy:

dla x <0, F(x) = 0, (nic nie sumujemy, bo na lewo od jakiegokolwiek x z tego przedziatu zmienna nie
ma zadnej wartosci)

dla0<x<1, F(x)=P(X=0) = p; = 1/8, (uwzgledniamy tu tylko jedng wartos¢ zmiennej losowej, ktéra

jest mniejsza od jakiegokolwiek x z tego przedziatu)

dla1l<x<2, F(x)=P(X=0)+ P(X=1) =p, + p, =4/8

dla2 <x<3, F(x) =P(X=0)+ P(X=1) + P(X=2) =p; + p, + p3=7/8

dla x> 3, F(x) = P(X=0)+ P(X=1) + P(X=2) + P(X=2) = p; + p, + p3 +ps =1

Stad dystrybuanta ma nastepujgcg postac:

0, dlax<0

%, dlaxe(0,1)
, dlaxe(1,2)

4
8
%, dlaxe(2, 3)
1

,dlax>3

Woykres tej funkcji, przedstawiony ponizej, wyjasnia nam skad wzieta sie nazwa zmienna skokowa.

13
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y
1 !
1/2 —
1/8
| : ! X
— >
o 1 2 3

Charakterystyki liczbowe rozktadu zmiennej losowej

Do opisu zmiennej losowej, oprécz rozktadu, wykorzystujemy pewne specjalne liczby, zwane para-
metrami tej zmiennej. Podstawowg charakterystyky jest wartos¢ oczekiwana zwana inaczej warto-
scig przecietng, a dawniejsza jej nazwa to nadzieja matematyczna.

Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X typu skokowego o rozktadzie prawdopodobienstwa
{(x,.,p,),i =1,2,...} nazywamy liczbe EX okre$long wzorem

EXzZX,p,

Przyktad 20
Niech zmienna losowa X oznacza dzienng liczbe wezwan statku ratowniczego w pewnym porcie. A jej
rozktad prawdopodobienstwa niech bedzie nastepujacy:

X 0 1 2 3 4
P(X = x;) 0,15 0,3 0,4 0,1 0,05

EX=0-0,15+1-0,3+2-0,4+3-0,1+4-0,05=1,6

Oznacza to, ze przecietna liczba wezwan statku ratowniczego wynosi 1,6 na dzien. Oczywiscie liczba
ta nic nie znaczy dla zatogi tego statku danego dnia. Jednak chcac obliczy¢ orientacyjng liczbe
wezwan statku w ciggu miesigca, mnozymy wartosc¢ przecietng przez 30 i wiemy, ze bedzie to ok. 48

14
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wezwan. A to juz jest cenna informacja, dla obstugi tego statku, bo pozwala oszacowa¢d ilos¢
potrzebnego paliwa, liczbe godzin pracy itp.

Innym parametrem jest wariancja. Jest to liczba charakteryzujaca rozrzut warto$ci zmiennej losowej
od jej wartosci przecietnej. Wariancjg D’X zmiennej losowej X typu skokowego o rozktadzie

{(x,.,p,),i =1,2,...} nazywamy liczbe
D’X =) (x,—EX) p,
jesli szereg jest bezwzglednie zbiezny.

Czasami tatwiej obliczy¢ wariancje ze wzoru
D’X=E(X*)-(EX)’

gdzie E(XZ):Z(X,- )-p,

i

Wariancja jako miara rozrzutu jest o tyle niewygodna, ze wyrazona jest w jednostkach
kwadratowych. Dlatego zdefiniowano odchylenie standardowe. Odchyleniem standardowym o (lub
DX) zmiennej losowej X nazywamy pierwiastek arytmetyczny drugiego stopnia z wariancji.

o=D’X

Przyktad 21
Kontynuujac przyktad 100 mamy:

EX:0.1+1.§+2.§+3.EZE:LS
8 8 8 8

Wsrdd nieskonczonej ilosci zmiennych losowych o rozktadach skokowych wyrdznia sie kilka
charakterystycznych typdw tych zmiennych.

Wybrane rozktady prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej i ich parametry
Rozktad zero — jedynkowy to zbiér dwuelementowy: {(O,q),(l,p)}, gdzie0<p<1l,g=1-p
Parametrami tego rozktadu sa liczby p i g, dla ktérych mamy: EX=p, D’X=p-q

Rozktad dwumianowy (Bernoulliego) to zbior: {(k,p,f),kzO,l,Z,...,n}, gdzie prawdopodobienistwo

n
p,f obliczamy, tak jak w schemacie Benoulliego: psz(S,,:k)z[ j-pk-q"_k, przy danych

k
prawdopodobienistwach p i g takich, ze: O<p<1,q=1—-p

15
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Parametrami tego rozkfadu sg liczby p i g, dla ktérych mamy: EX =np,D*X =npq

Przyktad 22

Niech X oznacza liczbe wadliwych elementéw wsrdd pieciu wylosowanych do kontroli. Wiadomo, ze
wadliwos¢ tych elementéw wynosi 0,2. Rozktad zmiennej X jest rozktadem dwumianowym z
parametrami p=0,2 i q=0,8. Wartosciami tej zmiennej sg: 0, 1, 2, 3, 4, 5 (poniewaz wsréd pieciu
wylosowanych tyle moze by¢ elementéw wadliwych). Prawdopodobieristwa obliczamy ze wzoru
Bernoulliego i otrzymujemy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X:

X 0 1 2 3 4 5
P(X = x;) 0,32768 0,4096 0,2048 0,0512 0,0064 0,00032

Rozktad Poissona to nieskonczony, przeliczalny zbidr: {(k,pk),k=0,1,2,...}, gdzie prawdopodobien-
stwo p, obliczamy nastepujgco:
lke—ﬂ,
P

Liczba A jest parametrem tego rozktadu i jednoczesnie wartoscig oczekiwang i wariancjg zmiennej o
tym rozktadzie:

EX=1,D°X=1

Przyktad 23
Dzienna liczba roztadowanych statkbw w porcie G, jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona.

Przecietnie dziennie roztadowuje sie 5 statkéw Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciggu dnia
zostanie roztadowanych mniej niz 4 statki.

Srednia czyli parametr A jest réwna 5. Mamy policzyé P(X<4), czyli Po+p,+p,+p;.

5%

p, = ~0,0067

51 -5
p, = 5 ~0,0337

526_5
p, ==~ =0,0842

5e”®

p, = ~0,1404

Czyli P(X<5)=p,+p, +p,+p,=0,265.
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Zmienna losowa ciagta
Zmienng losowa nazywamy ciggtg, jezeli moze ona przyjmowac kazdg wartos$¢ z pewnego skorczo-
nego lub nieskoriczonego przedziatu.

Zmienna losowa ciggta jest okreslona poprzez funkcje gestosci prawdopodobienstwa f(x), ktéra
spetnia dwa warunki:

1) fx)=0

2) j f(x)dx=1

Pierwszy warunek zwigzany jest z tym, ze prawdopodobienstwo jest liczbg nieujemng, natomiast
drugi warunek wigze sie z tym, ze suma wszystkich prawdopodobienstw jest réwna 1. Drugi warunek
geometrycznie oznacza, ze pole pod wykresem funkcji gestosci jest rowne 1. Ogdlnie rzecz biorac,
prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa miesci sie w przedziale od a do b, obliczymy catkujac
funkcje gestosci w granicach od a do b, czyli

P(a<X<b)=jf(x)dx

Przyktad 24
Zeby ponizsza funkcja byta gestoscig pewnej zmiennej losowej X, musi spetniaé oba powyisze wa-
runki.

a
()= Fdla xe(1,2)
0 dlaxe(1,2)

Z pierwszego warunku wynika, ze liczba a musi byé dodatnia. Z drugiego warunku wynika, ze
2

J.igdx=1 . Rozpatrujemy tylko przedziat od 1 do 2, poniewaz poza tym przedziatem funkcja przyj-

1 X

muje wartosc 0, czyli pole pod wykresem jest zerowe. Obliczajac te catke, otrzymujemy:
2 2 2
J.%dx:lzajx’de:lj—z
1 X 1 2x

:132—2:1:a:§
2 8 3

1

Przyktad 25
Obliczymy teraz, dla zmiennej z poprzedniego przyktadu, prawdopodobienstwo P(X < 1,5). Jako, ze
funkcja gestosci jest rézna od zera tylko w przedziale od 1 do 2, to

8
1,5 — 1,5
' 4" 4 4
P(x<15)=[Zdx=—}| ==-—-~0,74
1 X 3x°|, 3 6,75

Natomiast prawdopodobienstwo P(X > 1,7) wynosi:

R
P(Xx>1,7)=[ Zdx=—1| =~0,128
1,7X 3X 1,7

17
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Prawdopodobieristwo P(X < -1) jest rowne 0, gdyz na tym przedziale, czyli (-0, 1) funkcja gestosci
jest zerowa.

Prawdopodobieristwo P(X < 5) jest rowne 1, gdyz ten przedziat, czyli (-0, 5) obejmuje cate pole pod
wykresem funkcji gestosci.

Dystrybuanta

Dystrybuanta zmiennej losowej typu ciggtego o funkcji gestosci f(x) okreslona jest wzorem

Przyktad 26
8
—dlaxe(1,2)
Dla funkcji gestosci f(x)=1 3x trzeba rozwazy¢ trzy przedziaty:
0 dlaxe(1,2)

1) dla xe(—o0,1) mamy F(x)= I 0dt=0

—o0

X

T h t 8 4| 4 4
2) dla xe(1,2) mamy F(x)=| f(t)dt=|0dt+|—dt=0——| =———
(1:2) mamy F(x)= [ £(t)at = [oat-| Prdr=o- ) =35

X 1 2 ©
3) dla xe(2,00) mamy F(x)=:Lf(t)dt=£Odt+!%dt+!0dt=0+1+0=l
Stad dystrybuanta ma nastepujgcy wzor:

0 dlaxe(—,1)

F(x)= g—$ dlaxe(1,2)

1dlaxe(2,0)

A jej wykres jest linig ciggta, jak widaé to ponizej.

4y

v >
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Parametry rozkltadu zmiennej losowej ciggtej

Wartosciq oczekiwang zmiennej losowej X typu ciggtego o gestosci f (x) nazywamy liczbe

EX = fx-f(x)dx, jezeli catka jest bezwzglednie zbiezna.

Wartoscig oczekiwang zmiennej losowe] Y =g(X) nazywamy liczbe
EY = Ig(x)-f(x)dx,

gdzie f(x) jest gestoscig zmiennej losowej X.
W szczegdlnym przypadku E(Xz)z j x* - f(x)dx,

Wariancjg D> X zmiennej losowej X typu ciagtego o gestosci f(x) nazywamy liczbe

D*X = _[ (x—EX)2 f(x)dx, jezeli catka jest bezwzglednie zbiezna.

Przyktad 27

5
) —zdlaxe<1,5> o
Dla funkcji gestosci f(x) =4 4x wartos¢ oczekiwana jest nastepujaca:

0 dlaxe(1,5)

5 5

EX = Ix-f(x)dx:Jx-izdx:glnx

=§|n5z2,01
4

4x

1 1

Zeby obliczy¢ wariancje obliczymy najpierw E(X°)

E(Xz)zsz-f(x)dx:jsz-‘li dx:%x

=6

1

—0

Stad D’X =E(X*)—(EX)’ =6—(2,01) ~1,9%

Wybrane rozklady prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciggtej i ich parametry
Sposréd mndstwa réznych rozktadéw prawdopodobieristwa zmiennych losowych ciggtych, ponizej
omoéwimy trzy: rozktad jednostajny, rozktad wyktadniczy i rozktad normalny. Na koniec wspomnimy o
dwaéch rozktadach czesto wykorzystywanych w statystyce: o rozktadzie chi — kwadrat i o rozktadzie t-
Studenta.
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Rozktad jednostajny (réwnomierny lub prostokatny)
Zmienna losowa X ma rozkfad jednostajny w przedziale (a,b), jezeli ma gesto$¢ f(x) okreslona

wzorem
o, x<a
f(x)= i, a<x<b
b—a
o, xX>b

Wykres funkcji gestosci rozktadu jednostajnego przedstawiono ponizej.

Ay
I SR . .
b-a | !
0 i ’ R
a b X

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu wyrazajg sie nastepujgcymi wzorami:

Przyktad 28
Czas oczekiwania na wejscie do $luzy jest zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym. Maksymalny

czas oczekiwania wynosi 150 minut, a minimalny 30 minut. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na
wejscie do $luzy trzeba bedzie czekaé ponad 85 minut?

Ay

w1y

30 85 150 X

P(X>85) geometrycznie oznacza to pole obszaru zakreskowanego na powyzszym rysunku, czyli:

P(X>85)=%-(150—85):162—2z0,542
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Rozktad wyktadniczy
Zmienna losowa X ma rozkfad wyktadniczy o parametrze A> 0, jezeli ma gestosé f(x) okreslong
wzorem
o, x<0
f(x)— le%, x>0
A

Wykres funkcji gestosci rozktadu wyktadniczego przedstawiono ponizej.

Ay

1/h

Xy

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu wyrazajg sie nastepujgcymi wzorami:

EX=4, D’X=1°

Przyktad 29
Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A= 5. Oblicz prawdopodobieristwa

P(X <3), P(X >2).

3 —X
P(X<3)=j%e?dxz0,45
0

2 —X
1 -~
P(X>2)=1—P(x<2):1—jge *dx~1-0,33=0,67
0
Rozktad normalny (Gaussa)

Zmienna losowa X ma rozktad normalny z parametrami m i G, jezeli ma gestosc f(x) okreslong

wzorem

= -e 29 gdzie: meR,0>0

Taki rozktad normalny oznaczamy symbolem: N(m,a). Wykres funkcji gestosci rozktadu

normalnego, czyli tzw. krzywa Gaussa, przedstawiono ponizej.
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Y

Wartos¢ oczekiwana w tym rozktadzie to parametr m, a wariancja to kwadrat parametru o, czyli
EX=m, D’X=0"

Tak jak w poprzednich rozktadach ciggtych, prawdopodobieristwa wyznaczamy liczac catki oznaczone
z funkcji gestosci. Jednak w tym przypadku, zeby obliczy¢ te catki trzeba zastosowaé metody, ktérych
student | roku nie zna. Dlatego na koricu Materiatow do ¢wiczer znajduje sie tabela wartosci funkcji

®(x), ktora jest dystrybuantg rozktadu normalnego N(0, 1). Jest to funkcja okre$lona nastepujgco:
I— e 2dt

Funkcja ta pozwala oblicza¢ prawdopodobienstwa dla wszystkich normalnych zmiennych losowych.
Stosuje sie w tym celu standaryzacje zmiennych.

- . . X—-m . : - . . S
Moéwimy, ze zmienna losowa U=——, gdzie m jest wartoscig oczekiwang zmiennej X i o jest
o

odchyleniem standardowym zmiennej X, jest zmienng losowg standaryzowangq (lub unormowang).
Wartoscig oczekiwang zmiennej U jest 0, a jej odchylenie standardowe wynosi 1. Stad dzieki

standaryzacji, mozemy dowolng zmienng losowa o rozktadzie N(m,a) »przerobi¢” na zmienng

N(0, 1), ktérej dystrybuanta jest stablicowana.

Przyktad 30
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(70; 5). Wyznacz prawdopodobienstwa P(X < 78) oraz P(X >

65).

X-70 78-70

P(X<78)=P(—<

5 5

sz(U <1,4)=®d(1,44)~0,919 (wartos¢ odczytana z tablic)

X— 70 65-70
5

P(X>65)=1-P(X<65)=1— P( j P(U<1)=®(1)~0,841 (wartos¢ odczytana z

tablic).
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Rozktad y/ (chi-kwadrat)

Rozktadem y* (chi-kwadrat) z k stopniami swobody nazywamy rozktad nastepujacej sumy:
k
=X+ X X =D X
i=1
gdzie X1, X5,..., X s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym z wartoscig oczeki-
wang réwng 0 i odchyleniem standardowym réwnym 1. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa tej
zmiennej ma postac:

gdzie I'(x) jest specjalna funkcjg zwang funkcjg gamma.
Tablica z odpowiednimi wartoéciami rozktadu ° zostata umieszczona na koricu Materiatéw do
Cwiczen.

Rozktad t - Studenta

Rozktadem t-Studenta z k stopniami jest to rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej t;
okreslonej nastepujaco:

t :LZ\/F
A

gdzie ti y. s to niezalezne zmienne losowe, t ma rozktad N(0,1), natomiast y; ma rozktad chi-
kwadrat z k stopniami swobody. Funkcja gestosci prawdopodobiefstwa tej zmiennej ma postac:

k+1 k+1
fﬁ)zr[%}-rf’ﬂﬁﬁﬂ 2
dla -0 < t <+

Rozktad t-Studenta jest stablicowany. Tablica z odpowiednimi wartosciami tego rozktadu zostata
umieszczona na koncu Materiatéw do ¢wiczen.

Rozdziat lll. Zmienne losowe dwuwymiarowe

Uporzadkowang pare (X,Y) zmiennych losowych X, Y nazywamy dwuwymiarowg zmiennq losowq

lub dwuwymiarowym wektorem losowym.

Dystrybuantg zmiennej losowe;j (X,Y) nazywamy funkcje rzeczywistg F okreslong wzorem

F(x,y)=P(X<x,Y<y),x,yeR
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Podobnie jak wéréd zmiennych losowych jednowymiarowych wyrdznia sie zmienne skokowe i ciggte.
Ponizej krdtko omdéwimy zmienng losowa skokows i jej parametry.

Zmienna losowa typu skokowego

Zmienna losowa (X,Y) jest typu skokowego (dyskretna), jezeli istnieje skoriczony lub przeliczalny
zbiér par wartosci (x,.,yj)(i=1,2,...,j=1,2,...) taki, ze P(X:xf,Y:yj)sz. dla kazdej pary wskazni-

kéw i, j, gdzie p, >0 oraz Z p; =1. Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej (X,Y) typu
i

skokowego nazywamy zbior {((x,,yj ),p,.j );i =1,2,..,j= 1,2,...} .

Dystrybuanta F zmiennej losowej (X,Y) typu skokowego jest postaci F(x,y)z Z p; -
i
X <X,y;<y

Wartoscig oczekiwang (wartoscig przecietng) zmiennej losowe;j (X,Y) typu skokowego nazywamy
liczbe E(X,Y):Zx,yjp,j przy zatozeniu, ze szereg jest bezwzglednie zbiezny.
i
Oznaczajac odpowiednie sumy nastepujacymi symbolami: p,,=>_p,, p., = .p,, mozemy
J i
zdefiniowac rozktady brzegowe.
Zbiory {(x,.,pm);i=1,2,...},{(yj,puj);j=1,2,...} nazywamy odpowiednio rozktadem brzegowym

zmiennej losowej X oraz rozktadem brzegowym zmiennej losowej Y.

Zmienne losowe X, Y typu skokowego s3 niezalezne, jezeli p; =p,,-p,; dla wszystkich i, j .
Dystrybuantg F; rozktadu brzegowego zmiennej losowej X nazywamy funkcje

F(x)=>.p., xeR

X <X

Dystrybuantg F, rozktadu brzegowego zmiennej losowej Y nazywamy funkcje
F(y)=2 P, xR
j

yi<y

Kowariancjg zmiennych losowych X, Y nazywamy liczbe: cov(X,Y)zE[(X—EX) (Y—EY)]
Mozna wykaza¢, ze cov(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY.

Jezeli cov(X,Y)=O, to X, Y nazywamy zmiennymi losowymi nieskorelowanymi.
Wspétczynnikiem korelacji p zmiennej losowej (X,Y) nazywamy liczbe

cov(X,Y)

JD2X -A/DYY
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Przyktad 31
Zmienna (X,Y) ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa
Y 1 3 5 P =2.P;
X j
5 0,2 0 0,1 0,3
10 0 0,3 0,4 0,7
Poj = qu 0,2 0,3 0,5 1

Rozktadem brzegowym zmiennej X jest zbior {{5; 0,3}, {10; 0,7}}.
Rozktadem brzegowym zmiennej Y jest zbiér {{1; 0,2}, {3; 0,3}, {5; 0,5}}.

Zmienne Xi Y nie sg niezalezne, gdyz nie zachodzi rownos¢: p; =p,, -p,; dla wszystkich i, j . Na
przyktad p1,=0,2 jest rézne od iloczynu: p, -p_, =0,3-0,2=0,06.
E(X-Y)=5-1-0,2+5-3-0+5-5-0,1+10-1-0,2+10-3-0+10-5-0,1=10,5
EX=8,5iEY=3,6.Stad cov(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY=10,5-8,5-3,6=-20,1

Zmienna losowa typu ciagtego

Teraz kilka podstawowych informacji na temat zmiennej losowej ciggtej. Dwuwymiarowa zmienna
losowa (X,Y) jest typu ciggtego, jezeli istnieje nieujemna funkcja f (funkcja gestosci, gestosé) taka,
ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych (x,y) zachodzi wzér

Xy
F(x,y)= .[ .ff(x,y)dxdy, gdzie F jest dystrybuantg zmiennej losowej (X,Y).

—00 —00

Wartosciq oczekiwang zmiennej losowej (X ,Y) typu ciggtego o gestosci f nazywamy liczbe
E(X,Y)= j I xyf (x,y)dxdy , przy zatozeniu, ze catka podwdjna jest bezwzgledna zbiezna.

Funkcje f; okreslong wzorem f, (x)= I f(x,y)dy nazywamy funkcjq gestosci rozktadu brzegowego
zmiennej losowej X w dwuwymiarowym rozkfadzie zmiennej losowej (X,Y) typu ciggtego. Podobnie
funkcje f, okreslong wzorem f, (y)= j f(x,y)dx nazywamy funkcjq gestosci rozktadu brzegowego

—o0

zmiennej losowe;j Y.
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Funkcje F, okreslong wzorem F, (x) = J fi (x)dx,x €R nazywamy dystrybuantg rozktadu brzegowego

—0

y
zmiennej losowej X. | podobnie funkcje F, okre$lona wzorem F, (y)= J.fz (v)dy,y €R nazywamy

dystrybuantg rozktadu brzegowego zmiennej losowe; Y.
Zmienne losowe X, Y typu ciagtego s3 niezaleine, jezeli f(x,y)=1,(x)-f,(y) dla wszystkich x,y €R.

Jezeli zmienne losowe X, Y s3 niezalezne, wowczas E(X-Y)=EX-EY

Prawa wielkich liczb

Na koniec tego rozdziatu podamy dwa twierdzenia, ktére niejako taczg rachunek
prawdopodobieristwa ze statystykq. Sa to twierdzenia dotyczace ,wielkiej” liczby zmiennych
losowych. Okazuje sie, ze ta ,wielka liczba” nie musi by¢ wcale taka wielka. Wielu autoréw przyjmuje
ze tg liczbg jest 30. Ponizsze twierdzenia pokazujg, ze wielka liczba zmiennych losowych zachowuje
sie w sposéb ,,nielosowy”.

Twierdzenie Bernoulliego

Jezeli w kazdym z n doswiadczen niezaleznych prawdopodobiefstwo zajscia zdarzenia A jest state i
rowne p, to przy dostatecznie duzej liczbie doswiadczen, wartos¢ bezwzgledna rdznicy miedzy
czestoscig wzgledng zdarzenia A, a prawdopodobienstwem p, jest mniejsza od dowolnie matej liczby
&> 0 z prawdopodobienstwem bardzo bliskim jednosci, czyli

IimP( <g):1

Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Levy’ego)

m
——P
n

Jezeli X;, X, ... jest ciggiem zmiennych losowych o jednakowych rozktadach (EX = m, D°X = &), to

n
2 X—m
zmienna Y, =+

oln

ma rozktad asymptotycznie normalny, czyli

limP(Y, <y)= 053¢y = D(y)

1 y
—[e
n—o ¢27Z' At
gdzie ®(y) oznacza wartos$¢ dystrybuanty rozktadu normalnego N(O, 1).

Rozdziaf IV. Elementy statystyki

Przedmiotem badan statystyki matematycznej sg zbiory (zbiorowosci), ktére nazywamy populacjami
generalnymi. Mogg to by¢ mieszkancy jakiego$ miasta, statki danego armatora, silniki okretowe
okreslonego typu itp. Wtasnosci elementdw populacji generalnej, ktére podlegajg badaniom
statystycznym nazywamy cechami.
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Kazdy podzbiér elementéw wylosowanych z populacji generalnej nazywamy préobg losowgq. Prébe
losowg traktujemy jako n elementowa zmienng losowa (Xl,XZ,...,Xn), ktoérej wartosciami sg n
elementowe ciagi (X,,X,,..,X, ). Jezeli zmienne losowe X,,X,,.., X, s3 niezaleine, to prébe losowa

nazywamy prostq.

Zmienng losowa U=U(X1,X2,...,Xn), ktdra jest funkcjg zmiennych losowych X, X,,..., X, nazywamy
statystykq.

Parametry i ich estymatory

Parametrami populacji nazywamy charakterystyki liczbowe catej populacji. Estymatorem parametru
populacji jest statystyka z préby uzywana do oszacowania tego parametru. Oceng lub szacunkiem
parametru jest konkretna wartos¢ liczbowa estymatora z danej proby. Jezeli jako ocene podajemy
jedng wartosé liczbowg, nazywamy jg oceng punktows (estymacjg punktowgq) parametru populacji.

Dany parametr mozemy szacowac przy pomocy réznych estymatoréw. Zeby wybraé ten najbardziej
odpowiedni w danej sytuacji nalezy przyjrzeé sie ich wtasnosciom. W mniejszym skrypcie
ograniczymy sie do podania tylko tych podstawowych.

Estymator nazywamy nieobcigzonym, jezeli jego wartos¢ oczekiwana jest rdwna parametrowi
populacji, do oszacowania, ktérego stuzy. Systematyczne odchylanie sie wartosci estymatora od
szacowanego parametru nazywa sie obcigZzonoscig estymatora. Estymator nazywamy efektywnym,
jezeli ma niewielkg wariancje. Zgodny estymator to taki, dla ktérego prawdopodobienstwo, ze jego
wartos$¢ bedzie blisko wartosci szacowanego parametru, wzrasta ze wzrostem liczebnosci préby.
Frakcjq (czestoscig) w populacji ( p ) jest iloraz liczby elementéw populacji nalezagcych do pewnej
N

kategorii (N,), ktdra sie interesujemy, przez liczbe wszystkich elementéw populacji (N), czyli p:W".

Jej estymatorem jest frakcja w probie czyli 5:”— , gdzie n, jest liczba elementdéw préby nalezacych

n
do interesujgcej nas kategorii, a n licznoscig préby.

Srednia w populacji to liczba
X Xy Xy
N

gdzie x; to elementy populacji, N to licznos¢ populacji.

Jej estymatorem jest Srednia w prébie czyli liczba

X=

S|
x

gdzie x; to elementy préby, n to licznosé proby.
N

1
Wariancja w populacji to liczba: ¢? ZNZ(Xk —m)2
k=1
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1 -\
A wariancja w prébie to liczba: S =—Z(xk —x)
niz

Estymatorem odchylenia standardowego w populacji jest odchylenie standardowe w prébie, ktére
mozna liczyé dwoma wzorami:

s= —Z(xk —)_()2 - estymator obciazony

n

A~ 1 —\2
SZ\/_12(Xk —x) - estymator nieobcigzony
n—1ia

Mimo, ze drugi estymator jest nieobcigzony (czyli ,lepszy”), to w wielu ponizszych wzorach
wykorzystano pierwszy estymator.

Estymacja przedzialowa
Przedziatem ufnosci dla parametru ©® nazywamy przedziat losowy <u1,u2>, o ktérym z danym

prawdopodobienstwem 1—a (poziom ufnosci) mozemy twierdzi¢, ze zawiera nieznany parametr © :
P(u,<O<u,)=1-a

Z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze jezeli pobieramy prébe z populacji o sredniej m i
skonczonym odchyleniu standardowym oi gdy liczebno$¢ préby wzrasta nieograniczenie, to rozktad

o .
—, czyli

Jn

$redniej z proby X , dazy do rozktadu normalnego o éredniej m i odchyleniu standardowym

»dla dostatecznie duzych n” (n >30) mamy: X~ N(m,i

&)

Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o rozktadzie normalnym
N(m,o)

Niech (X,,X,,..,X,) bedzie proba losowg prosta pobrang z populacji generalnej o rozktadzie

normalnym N(m, 0'), gdzie wartos¢ oczekiwana jest nieznana, a odchylenie standardowe jest znane.

Estymatorem wartosci oczekiwanej m jest srednia z préby X o rozkfadzie N(m, J Standaryzujgc

o
N7
X-m X-m

zmienng losowg X otrzymujemy statystyke ¥ =—= \/;, ktéra jest zmienng losowg o
o
o

N7

rozktadzie N(O, 1).

Dla ustalonego poziomu prawdopodobienstwa 1—¢«, z tablic rozktadu normalnego N(0, 1),

odczytujemy taka liczbe u, dla ktérej mamy: P(—u <Y< u) =1-«. Stad otrzymujemy:
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X —
P(—u< mx/;<uJ=1—a,

(o}

a po przeksztatceniu wewnetrznej nieréwnosci, tak by wyznaczy¢ parametr m, mamy:

- o = o

P[X—u—<m<X+u—]:1—a
Jn Jn

| ten wtasnie wzor okresla przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o

rozktadzie normalnym N(m, O'), gdy znamy parametr o.

Majac konkretng probe losowa (x,,X,,...,X

n

) mozna w skrécie powiedzie¢, ze przedziatem ufnosci

dla $redniej, gdy znane jest g, jest przedziat liczbowy:

gdzie u jest liczba, ktora odczytujemy z tablic dystrybuanty ®(x) rozktadu N(0,1), spetniajaca

warunek CD(u)zl—%.

Przyktad 32

W pewnym punkcie akwenu dokonano 7 pomiardw gtebokosci i otrzymano nastepujace wyniki [m]:
24, 25, 26, 25, 26, 26, 27. Na poziomie ufnosci 0.95 wyznacz przedziat ufnosci dla sSredniej gtebokosci
akwenu. (Przy zatozeniu, ze rozktad pomiaréow jest normalny, a odchylenie standardowe wynosi
0,5m).

Srednia z préby jest réwna: )_(:25,4286, a liczba u dla o = 0,05 wynosi: 1,96. Stad przedziat ufnosci
dla sredniej gtebokosci akwenu ma postac: (25,06; 25,8).

Podobnie konstruuje sie pozostate przedziaty ufnosci, z tym, ze wykorzystuje sie odpowiednie dla
danego estymatora parametru rozktady prawdopodobienstwa.

Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o rozktadzie normalnym
N(m, o), wktérym o nie jest znane:

(_ta. 2 +},t.L+;j

gdzie t, jest liczbg, ktéra odczytujemy z tablic rozktadu t — Studenta dla n—1 stopni swobody i

danego poziomu ufnosci 1—«a taka, ze P(|t|>ta)=a.
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Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej m w dowolnym rozktadzie dla duzej préby (n > 120) :

S, u.i+)7]

_u-
( Jn Jn
gdzie liczbe u odczytujemy z tablicy dystrybuanty ®(x) rozktadu N(0,1) dla danego poziomu

ufnosci 1—a,CD(u)=1—%.

Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury (prawdopodobieristwa p zmiennej losowej o rozktadzie

Bernoulliego)
2 k 2 2 k 2
2k+u” —u, |4kl 1—— |+u° 2k+u +u, |dk|1—— |+u
n n
2 ) ' 2 )

(n+u2 (n+u2

gdzie k jest iloscig sukcesdw wsrdd n niezaleznych doswiadczen, u jest liczbg, odczytang z tablic

dystrybuanty rozktadu N(O, 1), spetniajgcg warunek CD(u)z 1—%

Przedziat ufnosci dla wariancji o> w populacji generalnej o rozktadzie normalnym N (m,O'), w

ktorym m i c sq nieznane

gdzie liczby y2, »> odczytane z tablic rozktadu 7° (chi kwadrat) dla n—1 stopni swobody i

danego poziomu ufnosci 1—a, spetniajg warunki

P(x >zi)=1—%, P(2 >z§)>%

Weryfikacja hipotez statystycznych

Badanie catych populacji (wszystkich studentow, wszystkich dorostych Polakéw, czy wszystkich
mieszkancow Szczecina) jest bardzo ktopotliwe i kosztowne. Z tego powodu rozwinety sie metody
whioskowania statystycznego, polegajgce miedzy innymi na tym, Zze na podstawie proby losowej
stawia sie hipoteze dotyczacg catej populacji. Hipoteze taka nazywamy hipotezqg zerowq (H).
Hipotezy mogg dotyczy¢é parametrow rozktadu (hipotezy parametryczne) lub rodzaju samego
rozktadu (hipotezy nieparametryczne). Do weryfikacji hipotezy stuzy odpowiednio skonstruowana
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statystyka zwana testem statystycznym lub statystykq testowq. Istotg weryfikacji hipotez jest
dziatanie prowadzgce do stwierdzenia, ze dang hipoteze trzeba odrzucié. Hipoteze zerowg
odrzucamy, jezeli wynik testu nalezy do obszaru krytycznego i wowczas przyjmujemy hipoteze
alternatywng (Ha). W przeciwnym wypadku, nie ma podstaw do odrzucenia H,. Wielkos¢ obszaru
krytycznego jest uzalezniona od poziomu istotnosci o . Najczesciej stosowanym poziomem istotnosci
jest 5% czyli « =0,05.

Hipoteza alternatywna moze mie¢ jedng z nastepujacych postaci: H,:®=0®, lub H,:®<®, lub
H,:®>0,. Dwie ostatnie, w przypadku odrzucenia hipotezy zerowej, niosa wigcej informacji niz

pierwsza.

Weryfikacja hipotezy o wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o rozktadzie normalnym
N(m, c), jezeli odchylenie standardowe G jest znane.

Hipoteza zerowa jest hipoteza orzekajaca, ze warto$¢ oczekiwana m jest réwna liczbie m,, czyli

im=m,

X—m,

Dla hipotezy alternatywnej: H, :m#m, testem jest statystyka: \/; , obszarem krytycznym

jest suma przedziatéw: (—oo,—u)u(u,+oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <—u,u>,

gdzie u jest liczba, ktorg odczytujemy z tablicy dystrybuanty ®(x) rozktadu N(0,1), spetniajaca

warunek q)(u)zl—% dla danego poziomu istotnosci o .

_mo.

Dla hipotezy alternatywnej: H,: m > m,, testem jest statystyka: n , obszarem krytycznym

jest przedziat: (u,+oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: (—oo, u>, gdzie u jest liczbg,
kt6ra odczytujemy z tablicy dystrybuanty @ (x) rozktadu N(0,1), spetniajaca warunek ®(u)=1-«a

dla danego poziomu istotnosci « .

_mo

Dla hipotezy alternatywnej: H,: m < m,, testem jest statystyka: -«/n , obszarem krytycznym

jest przedziat: (—oo, u), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <u,+oo), gdzie u jest liczbg,
kt6ra odczytujemy z tablicy dystrybuanty @ (x) rozktadu N(0,1), spetniajaca warunek ®(uv)=1-«a

dla danego poziomu istotnosci « .

Przyktad 33

Liczba statkéw u wylosowanych armatoréw ksztattowata sie nastepujgco: 43, 28, 22, 53, 69, 70. Na
poziomie ufnosci 0.9 sprawdzi¢ hipoteze, ze $rednia liczba statkdw jest réwna 50, wobec hipotezy
alternatywnej H,:m=50 przy zafozeniu ze rozktad liczby statkéw jest normalny, ze znanym

odchyleniem standardowym o = 2.
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< . , . -—m, ., .
Srednia z préby wynosi 47,5. Stad statystyka testowa 9.Jn ma wartoéé: -3,06. Natomiast
O

o 0,1
O(u)=1-==1-=
(u)=1-2 .

=0,95 i z tablic rozktadu normalnego odczytujemy, ze liczba u wynosi 2,33.

Stad obszar krytyczny jest nastepujacy: (—oo, —2,33)u(2,33,+oo) i wartosc statystyki testowej nalezy

do tego obszaru. Czyli na poziomie ufnosci 0,9, nalezy odrzuci¢ hipoteze orzekajaca, ze srednia liczba
statkdw u badanych armatoréw jest rdwna 50, na korzys¢ hipotezy, ze sSrednia liczba statkéw u
badanych armatoréw nie jest réwna 50.

Weryfikacja hipotezy o wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o rozkfadzie normalnym

N(m, ), jezeli odchylenie standardowe  nie jest znane (duza préba: n>120)

W tym przypadku stosujemy te same wzory, co dla poprzedniej hipotezy, tylko parametr ¢
zastepujemy odchyleniem standardowym z préby S.

Weryfikacja hipotezy o wartosci oczekiwanej m w populacji generalnej o rozktadzie normalnym
N (m, c), jezeli odchylenie standardowe o nie jest znane (n<120)
Hipoteza zerowa jest hipoteza orzekajaca, ze warto$¢ oczekiwana m jest réwna liczbie m,, czyli

im=m,

X—m
Dla hipotezy alternatywnej: H, : m#m, testem jest statystyka: S 2.Jn-1, obszarem krytycznym

jest suma przedziatéw: (—oo,—t, )U(t,,+%), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: (-t ,t,),
gdzie t, jest liczba, ktorg odczytujemy z tablic rozktadu t — Studenta dla n — 1 stopni swobody i

danego poziomu istotnosci a taka, ze P(|t|>ta)=a.

X—m
Dla hipotezy alternatywnej: H,: m > m,, testem jest statystyka: S 0.\/n—1, obszarem krytycznym

jest przedziat: (t,,,+0), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: (—o, t,, ), gdzie t,, jest liczba,
ktérg odczytujemy z tablic rozktadu t — Studenta dla n—1 stopni swobody i danego poziomu

istotnosci a taka, ze P(|t|>t2a)=2a.

X—m
Dla hipotezy alternatywnej: H,: m < my, testem jest statystyka: S °.\n—1, obszarem krytycznym

jest przedziat: (—oo,—tm), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <t2a,+oo), gdzie t, jest
liczba, ktérg odczytujemy z tablic rozktadu t — Studenta dla n—1 stopni swobody i danego poziomu

istotnosci o taka, ze P(|t|>t2a)=2a.
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Weryfikacja hipotezy dla wskaznika struktury (prawdopodobieristwa p zmiennej losowej o
rozktadzie Bernoulliego)

Hipotezg zerowg jest w tym wypadku hipoteza orzekajgca, ze wskaznik struktury p jest rowny liczbie
po czyli

Hy:p=p,

W przypadku tej hipotezy w ponizszych wzorach na statystyke testowg wystepuje liczba gdzie k. Jest
to ilos¢ elementdéw w prébie n elementowej, posiadajgcych badang ceche. W innej interpretacji jest

k—n-p,
n~poo(1—p0)'

obszarem krytycznym jest suma przedziatow: (—oo, —u)u(u,+oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest

to ilos¢ sukcesow. Dla hipotezy alternatywnej: H, : p # p, testem jest statystyka:

przedziat: <—u,u> , gdzie u jest liczbg, ktdrg odczytujemy z tablicy dystrybuanty (D(x) rozktadu
N(O, 1), spetniajgcg warunek q)(u)z l—% dla danego poziomu istotnosci « .

- ; . k—n-p,

Dla hipotezy alternatywne;j: H,:p>p,, testem jest statystyka:——————, obszarem
n-p,-(1-p,)

krytycznym jest przedziat: (u,+oo) , @ obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: (—oo, u> , gdzie u jest
liczba, ktdéra odczytujemy z tablicy dystrybuanty @(x) rozktadu N(0,1), spetniajacg warunek
®(u)=1-a dla danego poziomu istotnosci ¢ .

, : . k—n-p,
Dla hipotezy alternatywnej: H,:p<p,, testem jest statystyka:————==—= , obszarem

n.po (1_p0)

krytycznym jest przedziat: (—oo, u), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <u,+oo), gdzie u jest

liczba, ktdéra odczytujemy z tablicy dystrybuanty @(x) rozktadu N(0,1), spetniajacg warunek

®(u)=1-a dla danego poziomu istotnosci ¢ .

Weryfikacja hipotezy o wariancji > w populacji generalnej o rozktadzie normalnym N (m, G), w

ktorym mi o nie sq znane.

Weryfikowang hipoteza jest hipoteza méwigca, ze wariancja jest réwna liczbie o7, czyli

2

— , Obszarem krytycznym jest

0

Dla hipotezy alternatywnej: H,:0° #0, testem jest statystyka:

suma przedziatdw: (O,;(l)u(;(z,+oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <;(1,;(2>, gdzie
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liczby %, 3 odczytane z tablic rozktadu chi kwadrat dla n—1 stopni swobody i danego poziomu
;. . s . 2 2 a 2 2 o
ufnosci 1—«, spetniaja warunkuP(;( >;(1)=1—E, P(;( >;(2)>3.

2

. . . nS )
Dla hipotezy alternatywnej: H, o >(7§, testem jest statystyka: —- , obszarem krytycznym jest

O-O
przedziat: (;(2,+oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <O,;(2>, gdzie ;(22 jest liczba
odczytang z tablic rozktadu »° dla n—1 stopni swobody i danego poziomu istotnosci ., spetniajgca
warunek P(;(2 >;(22)=a.

2

. . . nS .
Dla hipotezy alternatywnej: H, o <(7§, testem jest statystyka: —- , obszarem krytycznym jest

0

przedziat: (0,;(1), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat: <;(1,+oo>, gdzie ;(12 jest liczba
odczytang z tablic rozktadu »° dla n—1 stopni swobody i danego poziomu istotnosci o, spetniajgca

warunek P(;(2 >;(12):1—a.

Powyzsze hipotezy dotyczyly parametréw rozktadu danej cechy w jednej populacji. Ale mozna
rowniez testowac hipotezy o réwnosci parametréw danej cechy w dwdch populacjach. W ponizszym
omoéwieniu hipotez dotyczacych dwdch populacji podamy tylko zatozenia i statystyki testowe,
natomiast konstrukcja obszaréw krytycznych i obszaréw przyjecia hipotezy jest analogiczna do tych
przedstawionych powyze;j.

Weryfikacja hipotezy o rownosci wartosci oczekiwanych w dwaoch populacjach o rozktadach

normalnych N(m,,o0,), iN(m,, c,), jezeli odchylenia standardowe o, i o, sq znane

Hipoteza zerowg jest hipoteza orzekajaca, ze warto$¢ oczekiwana pierwszej populacji m; jest réwna
wartosci oczekiwanej drugiej populacji m,, czyli

Statystyka testowg jest wyrazenie: ———2=

n, — licznos¢ préby pobranej z pierwszej populacji

n, — licznosc¢ préby pobranej z drugiej populacji

X, - $rednia z préby pobranej z pierwszej populacji

X, - srednia z préby pobranej z drugiej populacji
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Weryfikacja hipotezy o réwnosci wartosci oczekiwanych w dwéch populacjach o rozktadach

normalnych N(m,,o,), iN(m,, o, ), jezeli odchylenia standardowe o, i o, sq znane (n;+n;>122)

W tym przypadku stosujemy te same wzory, co dla poprzedniej hipotezy, tylko parametry 6, i o,
zastepujemy odchyleniami standardowymi z obu préb S; i S,.

Weryfikacja hipotezy o rownosci wartosci oczekiwanych w dwaéch populacjach o rozktadach

normalnych N(m,, o), iN(m,,o,), jezeli odchylenia standardowe o, i o, sq znane (ny+n,<122)

Hipoteza zerowg jest hipoteza orzekajaca, ze warto$¢ oczekiwana pierwszej populacji m; jest réwna
wartosci oczekiwanej drugiej populacji m,, czyli

X~ X
2 2
nS; +n,S, i_’_i
n+n,-2\{n, n,

Przy konstrukcji obszaru krytycznego i obszaru przyjecia hipotezy korzystamy z rozktadu t — Studenta

Statystyka testowa jest wyrazenie:

z (n4#+n,— 2) stopniami swobody.

Weryfikacja hipotezy o réwnosci wariancji w dwdch populacjach o rozktadach normalnych

Hipoteza zerowg jest hipoteza orzekajaca, ze wariancja pierwszej populacji 012 jest réwna wartosci

oczekiwanej drugiej populacji (722 , czyli

Wobec hipotezy alternatywnej: H, : o} > o3

s? .
Statystyka testowa jest wyrazenie: §—12, gdzie S} i S to nieobcigzone estymatory odchylenia
2

standardowego, obliczone dla préb pobranych z réznych populacji. Ze wzgledu na posta¢ hipotezy

alternatywnej, nalezy oznaczy¢ jako pierwszg te populacje i prébe z niej, zeby zachodzito: 312 >§22

Obszarem krytycznym jest przedziat (Fa , oo), a obszarem przyjecia hipotezy jest przedziat (—oo,Fa> ,

gdzie F, jest wartoscig odczytang z tablic rozktadu F Snedecora dla odpowiedniego poziomu
istotnosci o oraz dla n; —1in, — 1 stopni swobody.
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Test zgodnosci chi kwadrat (Pearsona)

Wszystkie omdwione powyzej hipotezy dotyczyty parametrow danego rozktadu. Natomiast teraz
przedstawimy weryfikacje hipotezy dotyczacej postaci rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej
losowej X. Hipoteza H, jest hipotezg orzekajca, ze dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac

F(x) , a hipotezg alternatywng jest hipoteza, ktdra stwierdza, ze rozktad zmiennej X ma dystrybuante

rézng od F(x).

Zaktadamy, ze zmienna losowa X ma rozktad o nieznanej dystrybuancie F(x). Dysponujemy n
elementowa prébg losowg o wartosciach x,, x,, ..., x, . Zbiér mozliwych wartosci zmiennej losowej X

dzielimy na r roztgcznych podzbioréw J,, k=1,2,...,r za pomocg liczb
—0=0,<0, <...<0, =©

Niech p, (pk >0) oznacza prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa X przyjmuje wartos¢ z przedziatu

J,, tzn.
p.=P(Xel)=F(a,)~F(a._,), k=1,2,...r
gdzie F(x) jest hipotetyczng dystrybuanta.

Tworzymy zmienng losowa y° (statystyke y> Pearsona)
np
Ve Z :

k

Liczba np, jest oczekiwang liczbg obserwacji n elementowej probki wedtug zatozonego rozktadu,
ktére powinny znalez¢ si¢ w przedziale J,, natomiast N, jest zmienng losowg o wartosciach n,

bedacych liczbg obserwacji, ktére znalazty sie w przedziale J, .
Dla zadanego poziomu istotnosci «, z tablic rozktadu »° odczytujemy liczbe y2 taka, ze
P(r=2)=a

Jezeli y? < y?,to nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy H,, natomiast gdy x> 7>, to hipoteze

H, odrzucamy. ;(Zz oznacza wartosci statystyki testowej zaobserwowana w probie.

Test niezaleznosci chi kwadrat

Jezeli przedmiotem badania jest populacja ze wzgledu na wystepowanie dwdch cech Xi Y, to w celu
stwierdzenia niezaleznosci tych cech stosujemy test niezaleznosci chi kwadrat. Jest on oparty o tak
zwang tablice niezaleznosci. Tablica ta zawiera tyle wierszy ile jest wariantéw cechy X i tyle kolumn
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ile jest wariantéw cechy Y. Niech k oznacza liczbe wariantéw cechy X, a r liczbe wariantéw cechy Y.
Wtedy tablica niezaleznosci wyglada nastepujaco:

Y
% Vi V2 Yr
!
X1 Ny ni; Ny, anj
j=1
.
S,
X3 Ny Ny, Ny, — J
=
.
X Niy N2 Ny Z”kj
j=1
k k k
Z i Z i Z i
i=1 i=1 i=1

U}

k r n%
Testem jest w tym wypadku statystyka: ;(Zzzz —L |-n, gdzie n to liczno$é¢ préby ,n;to

i=1 j=1
zaobserwowane licznosci z tabeli niezaleznosci, natomiast n; to teoretyczne licznoéci wystgpienia

odpowiednich wariantéw, gdyby zmienne X i Y byly niezalezne. Teoretyczne licznosci oblicza sie we-

k r
dtug wzoru: n; :Znij -Zn,j
[ )
Dla zadanego poziomu istotnosci «, z tablic rozktadu x* z (r—1)(k—1)stopniami swobody

odczytujemy liczbe y> taka, ze
P 22l)=a

Jezeli y? < y?,to nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy H,, natomiast gdy y’ > 7>, to hipoteze

H, odrzucamy. ;(Zz oznacza wartosci statystyki testowej zaobserwowang w prébie.

Empiryczny wspétczynnik korelacji i regresja liniowa
Niech (x4, v1), (X5 V2), ..., (X, V») beda realizacjami zmiennej losowej dwuwymiarowej (X Y ).
Empirycznym wspdtczynnikiem korelacji nazywamy liczbe:

Zn:xiy,—n-)_(-\?
r= i=1

n-S,-S,
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gdzie

S, = % (xk—)?)2 i S = 1i(yk—)_/)2

k=1 ni=

Powyzszy wspodtczynnik jest miernikiem sity zwigzku prostoliniowego miedzy dwoma cechami
mierzalnymi XiY.

Bezposrednio z pojeciem korelacji wigze sie zagadnienie regresji. Polega ono na znalezieniu takiej linii
o réwnaniu y = f(x), aby suma kwadratéw rdznic pomiedzy wartosciami zaobserwowanymi y; i
obliczonymi f(x;) byta najmniejsza (metoda najmniejszych kwadratow). Najprostszg i najczesciej
uzywang funkcjg w regresji jest funkcja liniowa. Méwimy wtedy o regresji linowej. Wtedy zaleznos¢
miedzy zmiennymi X i Y jest opisana funkcjg liniowa: y = a -x + b, gdzie
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