1. Powierzchnie w R3

Jezeli X jest podzbiorem iloczynu kartezjanskiego R? liczb rzeczywistych oraz R? oznacza zbiér

wszystkich wektoréw w przestrzeni euklidesowej R?, to funkcjg wektorowg dwdch zmiennych

rzeczywistych nazywamy odwzorowanie
r:X >R3
Funkcje r mozna przedstawi¢ w postaci

r(uv)=[x(uv),y(uv),z(uv)]

Jezeli hodografem funkcji r(u,v) jest powierzchnia S, to funkcje r(u,v) nazywamy przedstawieniem
parametrycznym powierzchni S, a parametry u i v noszg nazwe wspoétrzednych krzywoliniowych lub
wspotrzednych Gaussa.

Krzywe na powierzchni S, utworzone dla statych wartosci parametru u lub v (u = const. , v = const.)
nazywamy liniami parametrycznymi na powierzchni.

Linie parametryczne u = const. , v = const. tworzg na powierzchni tzw. siatke krzywoliniowgq
wspotrzednych.

Przykfad:

Powierzchnia o rownaniu r(u,v) = [U cosV,usin V,V] jest nazywana helikoidg (zwyktg powierzchnig

Srubowg).

Punktem regularnym powierzchni S o réwnaniu r(u,v) nazywamy taki punkt odpowiadajacy
parametrom uo, Vo, ze zachodzi

r, (Ug, Vo) X T, (Ug, Vy) # 0
gdzie 1, I, oznaczaja pochodne czgstkowe funkgji r(u,v) wzgledem zmiennych u i v.

Jezeli w punkcie PeS zachodzi I, x T, =0 lubiloczyn I, xT, nie jest okreslony w tym punkcie, to

mowimy, ze punkt P jest punktem osobliwym danego przedstawienia parametrycznego. Natomiast,
jezeli punkt P jest punktem osobliwym kazdego przedstawienia parametrycznego powierzchni S,
nazywamy go punktem osobliwym tej powierzchni.

Przykfad

Sprawdzié, czy punkt P(0, 0, 0) jest punktem osobliwym powierzchni stozkowej o réwnaniu

r(u,v)=[ucosv,usinv,u]

Ptaszczyzngq stycznq do powierzchni S w punkcie regularnym P nazywamy pfaszczyzne wyznaczong
przez styczne do linii parametrycznych u = const. i v = const. W punkcie P.



Wektorem normalnym powierzchni S w punkcie regularnym P nazywany wektor jednostkowy

a: ru XI"V
|ru><rv|

Wektor m i kazdy rownolegty do niego jest wektorem normalnym ptaszczyzny stycznej do
powierzchni S.

Przykfad

Wyznaczy¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do powierzchni o rGwnaniu

r(u,v) = [ZU —v,u®+v%u? —V3:| w punkcie P o wspdtrzednych krzywoliniowych u=2iv=1.

Odp. 18x+3y-4z-41=0

1.1. Powierzchnie obrotowe
Niech L oznacza krzywa ptaskg potozong w ptaszczyZznie Oxz i okreslong réwnaniem

r(u) = [go(u),O,t//(u)] , gdzie U€ (a, b) , przy czym zaktadamy, ze krzywa ta ma co najwyzej dwa

punkty wspdlne z osig Oz i odpowiadajg one parametrom u = a lub u = b. Powierzchnie powstatg z
obrotu krzywej L wokot osi Oz nazywamy powierzchnig obrotowgq. Jej przedstawieniem
parametrycznym jest funkcja

r(u,v) =[e(u)cosv,p(u)sinv,y(u)]
gdzie U € (a,b) ive <0,27r>.

Potudnikami tej powierzchni nazywamy linie parametryczne v = const., za$ réwnoleznikami — linie
parametryczne u = const.

Przyktady
1. Jezeli obracang krzywa jest parabola o réwnaniu z=x2, to jej parametryczne przedstawienie
jest nastepujgce r(u) = [u, 0, uz], a réwnanie powierzchni obrotowej, czyli w tym
przypadku paraboloidy obrotowej ma postac: r(u,v) = [u cosv,usinv, uz}

2. Jezeli obracang krzywa jest prosta o rownaniu z=x, to jej parametryczne przedstawienie jest

nastepujace r(u) = [U,O, u], a réwnanie powierzchni obrotowej, czyli w tym przypadku
powierzchni stozkowej ma postac: I (u, V) = [u cosv,usinv, u]
3. lJezeli obracang krzywa jest potokrag o rdGwnaniu r(u) = [R cosu,0,Rsin u] , to réwnanie

powierzchni obrotowej, czyli w tym przypadku sfery ma postac:

r(u,v) =[Rcosu cosv,Rcosu sinv,Rsinu]



1.2. Pierwsza forma kwadratowa powierzchni

Niech I = r(u,v) bedzie rownaniem powierzchni regularnej S klasy C! i niech L bedzie krzywa

regularna klasy C* potozona na tej powierzchni okreslong réwnaniem I = r(u(t),v(t))

Dtugos$¢ tuku krzywej L dla parametrycznego przedstawienia r(t) w przedziale t € (a, b> okresla

wzor

r'(t)|dt

b
s=|
a

Natomiast dla przedstawienia I = r(u(t),v(t)) , ktére jest funkcjg wektorowa ztozong, nalezy

wykorzysta¢ wzor na pochodna funkcji ztozone;j:

dr du dv
_:ru._+rv._
dt dt dt

Otrzymujemy wtedy |r'(t)| =Jr'(t)or'(t) = \/(ru (:j_t[j +r, %) o (ru (;_l: +r, %)

Wykorzystujgc wtasnosci iloczynu skalarnego oraz wprowadzajgc zapis v’ za du/dt oraz v’ za dv/dt
dtugosc tuku krzywej L wyraza sie wzorem

b
2,12 ! 2, ,12
s=j\/ruu +2rru'v'+rov'e dt

a

Wynika z tego, ze rdzniczka dtugosci tfuku krzywej L wyraza sie wzorem:

ds
— = \Jrfue2rr vy
dt u uv \

Oznaczajac I’ =E, r,r,=F, r’ =G otrzymujemy wzér na kwadrat rézniczki dtugosci tuku

krzywej L:
ds® = Edu? + 2F dudv + G dv?

Prawa strona tego réwnania nosi nazwe pierwszej formy kwadratowej powierzchni S.

Wspotczynniki pierwszej formy kwadratowej wykorzystywane sg w réznych zagadnieniach
dotyczacych krzywych lub obszaréw potozonych na powierzchni S.

Dla dwéch krzywych Ly i L, zawartych w powierzchni S, przechodzacych przez punkt PeS, wektory

kierunkowe stycznych do tych krzywych w punkcie P majg posta¢: dr = rudu +r,dv i

or =r,0u+r,ov.



Kat O miedzy krzywymi Ly i L, jest rowny katowi miedzy ich wektorami stycznymi dr i or. Czyli kosinus
tego kata mozna wyznaczy¢ ze wzoru

Wykorzystujgc wspétczynniki pierwszej formy kwadratowej mozna kat &obliczy¢ ze wzoru

Eduou + F (duov + dvou) + Gdvov

cosd =
JEdU? + 2Fdudv + Gdv? VESU? + 2E SUSV + GSv?

Przykfad

Na helikoidzie potozone sg dwie krzywe: L; o réwnaniu u = 2v2i L, o réwnaniu v=1. Wyznaczy¢ kat
miedzy tymi krzywymi.

RAwnanie parametryczne helikoidy: I (u, V) = [u cosv,usinv, 4V]

6= arccos(2/3)

1.3. Druga forma kwadratowa powierzchni
Trzy wektory Freneta okreslone dla dowolnej krzywej w R® , W przypadku krzywej potozonej na

powierzchni S sg niewystarczajgce do opisu wiasnosci powierzchni S. Stad wygodne jest
wprowadzenie tréjki innych wektoréw jednostkowych ortogonalnych wzgledem siebie. Dla wektora
stycznego t i wektora normalnego do powierzchni m definiuje sie trzeci wektor | =mxt. | te trzy
wektory sg podstawg réznych wielkosci odnoszgcych sie do powierzchni S.

Druga forma kwadratowg powierzchni S nazywamy wyrazenie:
Ldu®+2M dudv + N dv?
gdzie
L=r,om, M=r,omiN=r,om

Uwzgledniajgc wzor na wektor normalny m powierzchni S otrzymujemy wzory

sziv(ruxrv)or M =Viv(ru><rv)or i sziv(ruxrv)or

uu’ uv w

gdzie LW =]r, xr,|=VEG - F

Krzywizng normalng krzywej L zawartej w powierzchni S nazywamy krzywizne odnoszgcg sie do
wektora normalnego m powierzchni S i wyrazamy wzorem



- Ldu®+2M dudv + N dv’
" Edu’+2Fdudv+Gdv’

Krzywizng Gaussa powierzchni S w danym punkcie P €S nazywamy wspdtczynnik
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