l. MACIERZE | WYZNACZNIKI

Macierzg o wymiarach w x k nazywamy skonczony ciag liczb ustawiony w w wierszach i k kolumnach
czyli tablice:

a;,; 4, ... Q
dyy Ay ... Ay
a'wl aWZ aWk

Symbol [a;]wx to 0znaczenie macierzy przedstawionej powyzej.

Natomiast symbol a; oznacza element stojacy w i—tym wierszu i j~tej kolumnie. Pierwszy indeks
zawsze wskazuje numer wiersza a drugi numer kolumny.

Macierze czesto oznacza sie duzymi pogrubionymi literami A, B, C i t.p.

Przyktad 1
2
1 2 4 109387
A= ,B= ,C= ,D=[-2 0 9]
4 6 -1 6 54 3 2
—4

Jezeli liczba wierszy jest réwna liczbie kolumn czyli w = k, to macierz nazywamy macierzg kwadratowa
k- tego stopnia.

Wszystkie wyrazy a; macierzy kwadratowej tworzg gtéwng przekatng tej macierzy.
W przyktadzie 1 macierz A jest macierzg kwadratowa.

Macierz diagonalna jest to macierz kwadratowa, w ktdrej na gtéwnej przekatnej sg liczby rézne od 0,
a pozostate elementy réwne s3 0.

Macierz jednostkowa (J) jest to macierz diagonalna, w ktdrej wszystkie elementy to jedynki.
Macierz zerowa to macierz, w ktérej wszystkie elementy rowne sg 0.

Przyktad 2

3 0
A= — macierz diagonalna
0 6

1 00
J=|0 1 O |-macierzjednostkowa
0 01

00
O= — macierz zerowa
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Macierzg transponowang do macierzy A= [a;]u« Nazywamy macierz

AT = [aji]kxw .
a,; d;, ... a, a,;, ... 4y
a a a a a ... a
A: 21 .22 2k . AT — 2'1.2 .22 ) \fv2
awl aW2 awk a1k a2k awk
Przyktad 3
2 1
2 4 6]
A= =A =|4 3
1 3 5
6 5

Dwie macierze A = [0]ux i B = [Djlmxn Nazywamy rownymi wtedy i tylko wtedy, gdy ich wymiary sg
rowne i odpowiednie elementy sg réwne czyli gdy zachodzi:
w=mik=nia; b;dlakazdego iorazj.

Dziatania na macierzach
Jezeli macierz A = [0j]wx | macierz B = [bj]ux , to suma macierzy A i B nazywamy takg macierz C =
[cilwxk » gdzie ¢;= a;; + b;dla kazdego i oraz ji.

a, 8, .. a b, b, .. by a,+b, a,+b, .. a,+b,

a,, a .. a b,, b . Db a,, +b a,, +b .. 8, +b
A+ B — ‘21 .22 ) ?k + ?1 ?2 ) %k — 21 ) 21 22 ) 22 ) 2k ) 2k

awl awZ aWk bwl be bwk awl + bwl aWZ + bwz awk + bwk
Przyktad 4

2 31 1 46 2+1 3+4 1+46] [3 7 7
A= B = = A+B= ~
{4 5 3} {o 2 J {4+0 542 3+1} {4 7 4}

lloczynem liczby x i macierzy A = [a;]u« jest macierz xA = [xa;]wx-

a, 8, .. ay Xa;; X, .. Xay

a a e a Xa Xa e Xa
X - A - X- .21 .22 . .2k — .21 .22 . .2k

awl awz awk Xawl Xawz Xawk

Przyktad 5

2 4 6 3-2 3-4 3-6 6 12 18
A= =3-A= =

L 3 5} [3-1 3-3 3-5} {3 9 15}

Jezeli macierz A = [ajj]ux | macierz B = [bjplixm , to iloczynem macierzy A i B nazywamy takg macierz C =

[Cip] wxm »



gdzie cjp= Qi1bip + Qi byp + Qi3 b3, + ... + 0 bj, dla kazdego i oraz p.

a, a, .. a,||by; b, .. by,
a, a .. a b,, b .. b
N e e A
awl aW2 awk bkl bk2 bkm
a11b11+a12b21+“'+a1kbk1 a11b12 +a12b22 +"'+alk ka allblm +a12b2m +"'+a1kbkm
aZlbll +a22b21 +"'+aZkbk1 a21b12 +322b22 +"'+a2kbk2 a21b1m +a22b2m +"'+a2kbkm
a'Wlbll+a‘w2b21-I_"'-Ipawkbkl awlblz +aw2b22 +"'-I_awkbkz awlblm +aw2b2m +"'+awkbkm

Czesto, zeby tatwiej zapamietac sposdb mnozenia macierzy, mowi sie, ze mnozymy po kolei kazdy

wiersz przez kazdg kolumne.

Przyktad 6
4 2
2 4 6
Aby wymnozy¢ macierze A = 13 5|’ B=|1 4], bierzemy | wiersz macierzy A czyli ciag liczb
9 0

2,4, 6i mnozymy go przez | kolumne macierzy B czyli cigg 4, 1, 9, w ten sposéb, ze do iloczynu
pierwszych elementéw dodajemy iloczyn drugich elementéw i iloczyn trzecich elementow:
2*4+4*1+6*9. Otrzymana liczba stanowi pierwszy element pierwszego wiersza i pierwszej kolumny

iloczynu A i B. Nastepnie mnozymy | wiersz macierzy A przez Il kolumne macierzy B i t.d.

4 2
2 4 6]|, ,|_[24+41+6:9 2:244.446.0] [66 20
1.4+3-1+5-9 1.2+3-4+5-0

1 35 B 42 14

Natomiast iloczyn B - A jest juz catkiem inng macierza:
4 2 > 4 6 4.2+2-1 4-4+2-3 4-6+2-5 10 22 34
B-A=|1 4 -L 3 5}= 1.2+4-1 1-4+4-3 1-6+4-5|=/6 16 26
9 0 9.-2+0-1 9-4+0-3 9:6+0-5 18 36 54
Jak mozna zauwazy¢ w powyzszym przyktadzie mnozenie macierzy nie jest przemienne, chociaz jest

wykonalne. Czesto jest tak, ze iloczyn A-B istnieje, a iloczyn B - A nie istnieje.

Przyktad 7
1 1
2 4 6 2 4 6 2-1+4-2+6-3 28
A= ,B=|2|=>A-B= 2= = Natomiast
1 35 3 1 3 5 3 1.1+3-2+5-3 22

iloczyn B - A nie istnieje.
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Wyznaczniki

stopnia n nazywamy wielomian zmiennych a;

nxn

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej Az[aij]

przyporzadkowany tej macierzy. Jezeli elementy macierzy A s3 liczbami wéwczas wyznacznik tej
macierzy jest liczba.
Wyznacznik oznaczamy symbolami:

an a, . . . 4
a a .o..a
21 22 2
", det A, |A|
anl an2 ann

Wyznacznik det A macierzy A definiujemy indukcyjnie w nastepujgcy sposob:
1. Dlan=1, A=[a,]

detA=aq,

2. Dlan>1

detA = Zn:allA}; :ZH:(— 1)1”a1,.A1,.
i=1 i=1

Wzdér ten nazywamy rozwinieciem wyznacznika macierzy A wzgledem elementéw pierwszego
. i+
wiersza. A} =(-1)"A,

i ; nazywamy dopetnieniem algebraicznym elementu a; macierzy A,

natomiast A, - podwyznacznikiem (minorem) stopnia n—1 macierzy A otrzymanym przez
skreslenie elementdw i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A..

Dla n=2 otrzymujemy

a;  ap

a21 22

1+2

detA= = allAzl + aiZAIZ =ay (_1)1+1 A11 +a, (_1) Alz =a,a, —a,3,

W sposdb analogiczny obliczamy wyznacznik macierzy A [aij JSXS stopnia trzeciego

ay ap dp

detA=lay ay, axy|= allATl +a12AT2 +a13AT3 =aj A —apAp +apAy =
dz 4z ds;

Ay dx dy a4

_ 23
=ap —ap tag;
ds; di asy  dis asy dx

a; A4xp

Ostatecznie (po obliczeniu wyznacznikow stopnia drugiego) otrzymujemy

a;; A a4
Ay Ay Qo3| = A Apdsy +A;paydy +ad305d5, +
a3 dip  di

—a Ay — dpdydsz — A3y ds)



Przyktad 7

2 5
J:24—56:8—3&:42

15

2
5 0 10
=3. —4.
2 1

R ) 3‘”“ ‘23'(15—0)—4'(3—0)+2-(1—1O)=45—12—18=15

Sposob Sarrusa

Wyznacznik stopnia trzeciego mozemy obliczy¢ wedtug nastepujgcego schematu. Z prawej strony
wyznacznika dopisujemy pierwszg i drugg kolumne (lub pod wyznacznikiem dopisujemy pierwszy i
drugi wiersz). Nastepnie (patrz rysunek) obliczamy iloczyny elementéw z poszczegdinych przekatnych
i z odpowiednim znakiem je dodajemy:

detA = 021\ N \F’zz = 011022033 + 012023031 + 013021032 - 013022031 - 011023032 - 012021033

03, 4. P a32
- =5+ T+ 4+

Przyktad 8

3 4 203 4

1 501 5=3.5-3+4-0-2+2-1.1-2-5-2-3-0:1-4-1.3=
21 3 2 1

—45+2-20-12=15

Wiasciwosci wyznacznikow utatwiajqgce ich obliczanie

Powyzej podana definicja i sposdb Sarrusa czesto sg ktopotliwe do zastosowania szczegélnie ze
wzgledu na pracochtonnos¢ obliczen. W zwigzku z tym podajemy ponizej kilka twierdzen
utatwiajgcych obliczanie wyznacznikow.

1. Wyznacznik mozemy rozwija¢ wzgledem dowolnego wiersza (kolumny)

all a12 aln
e L
detA=la, a, . . . a,(=> aA;=>(-1)"aA (i=12..n)
-1 i1
a, a, . . . a,

2. Wyznacznik danej macierzy A réwna sie wyznacznikowi macierzy transponowanej
det A =detA”

3. Jezeli macierz B utworzona jest z macierzy A przez przestawienie miejscami dwoch wierszy
(kolumn), to wyznacznik zmienia wartos¢ na przeciwng
detB=—detA



4. Wyznacznik macierzy majgcej wiersz (kolumne) ztozong z samych zer réwna sie zeru.

5. Mnozenie wyznacznika przez liczbe A polega na mnozeniu elementéw jednego dowolnego
wiersza (kolumny) przez te liczbe.

6. Wyznacznik macierzy, w ktérej dwa wiersze (kolumny) sg réwne lub proporcjonalne réwna sie
zeru.

7. Wartos¢ wyznacznika nie zmienia sie, gdy do dowolnego wiersza (kolumny) dodamy inny wiersz
(kolumne) pomnozony przez liczbe.

Witasnosé 7 umozliwia uzyskanie wyznacznika o najwiekszej liczbie zer i tej samej wartosci, co dany
wyznacznik. Otrzymany wyznacznik rozwijamy wzgledem tego wiersza (kolumny), w ktérym jest
najwieksza liczba zer.

Przyktad 9
100 4 1 4
=100- =100-1=100 z wtasnosci 5
200 9 2 9
1 2 3 4
2 3 45
=0 z wtasnosci 4
6 7 6 5
0 00O
4 6
0 1/=0 bo wiersze li lll s3 proporcjonalne, z wtasnosci 6
2 3
1 2 3 4
. 2 5 4 5
Zeby obliczy¢ jak najszybciej wyznacznik 47 6 5 zastosujemy wtasnos¢ 7 i 1. Najpierw
1 2 00
1 0 3 4
2 1 45
pomnozymy | kolumne przez (—2) i dodamy jg do kolumny Il otrzymujgc wyznacznik 4 16 5°
1 0 00
ktory rozwiniemy wzgledem IV wiersza:
1 0 3 4
2 1 45 0 3 4 1 3 4 1 0 4 1
" 16 5:(—1)5.1- 1 4 5/+(-1)-0-2 4 5/+(-1)-0-2 1 5+(-1)-0-2
-1 6 5 4 6 5 4 -1 5 4 -1 6
1 0 0O

jak wida¢ powyzej trzy ostatnie wyznaczniki nie musimy liczyé, bo pomnozone sg przez zera,
pozostaje tylko do obliczenia pierwszy wyznacznik:



0 3 4]0 341 3 4
(-1):|1 4 5=|-1 4 5=|1 4 5 =(—1)-‘
-1 6 5 |1 6 5 [0 10 10

czyli caty wyznacznik réwna sie 10.

3 4
10 10

3 4
11

‘:@mw

‘:10

Macierz odwrotna
Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A= [a;]. jest taka macierz B= [bjln, , Ze A-B = J.
Macierz odwrotng oznaczamy A™. Elementy macierzy odwrotnej A z[bif]nxm wzgledem

nieosobliwej macierzy A = [al.j] wyznaczamy ze wzoru
nxm
_ A
Y detA’

gdzie A, oznacza podwyznacznik macierzy A powstaty przez wykreslenie j-go wiersza oraz i-tej

i=12,..,n, j=12..,n

kolumny macierzy A..

Przyktad 10

0 3 4
Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy: A=| 1 4 5
-1 6 5

Najpierw obliczamy wyznacznik macierzy A: det A = 10. Nastepnie wyznaczamy dopetnienia
algebraiczne poszczegdlnych wyrazéw macierzy A:

A" =(-1)"- g 2 =-10, A" =(-1)". _11 2‘ =-10,
AT =(-1)". _11 :‘ =9, A2 = (1) 2 :‘ =9,
Az =(-1)*7. _01 ;‘ =4, A =(-1)*"°. _01 :‘ =-3,
A"y =(-1)"- j :‘ =1, A’ =(-1)"7. (1) :‘ =4,
A= (-1 (1) j‘ =-3

Na koniec obliczamy elementy macierzy odwrotnej wg wzoru ...:
A, -10 A, 9 A, -1
11: =—=-—1, 12= =—=O,9’b13= = — =
detA 10 detA 10 detA 10
b,, =-1,b,, =04, b,, =04, b,, =-0,9, b,, =-0,9, b,; =-0,3.

-01

-1 09 -01
Stad macierz odwrotna A" =| -1 0,4 -09].
-09 -09 -03



Przyktad 11

, . . 5 2
Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy: B = 8 3

detB=-1, le =3, BIz =-8, le =-2, B;2 =5, czyli B"1={_23 85}

Rzgd macierzy
Rzedem R(A) macierzy Az[ay.] nazywamy stopien najwiekszego jej podwyznacznika réznego

od zera.

Przyktad 12

. 5 2|, . L .. . .
Rzad macierzy B = 8 3 jest réwny 2, gdyz najwiekszy rézny od 0 podwyznacznik macierzy B ma

postac 2‘.
3
2 8 10
Rzad macierzy A=| 1 4 5 | jest réowny 1, gdyz najwiekszy réiny od 0 podwyznacznik
-1 -4 -5

macierzy A ma postac |2| (wyznacznik 3 stopnia jak i wszystkie wyznaczniki 2 stopnia sg rowne 0 —

wiersze sg proporcjonalne).

Macierz kwadratowg A — AJ, gdzie A = [aij Jnxn i L eZ nazywamy macierzg charakterystyczng

macierzy A, natomiast wyznacznik det(A— M) nazywamy wyznacznikiem charakterystycznym

macierzy A.Pierwiastki wyznacznika charakterystycznego nazywamy wartosciami wtasnymi macierzy
A.

Przyktad 13

1 0 2
Wyznaczy¢ wartosci wiasne macierzy A= -1 2 0
-2 1 -3
1 0 2 1 00 1-2 0 2
A-J=|-1 2 01|-40 1 0|=| -1 2-2 0 stad wyznacznik
-2 1 -3 0 01 -2 1 -3-2

charakterystyczny wynosi: det(A — ﬂJ) =31— 4%, a jego pierwiastkami czyli wartosciami wiasnymi

macierzy A sg liczby: 0, \/_, —V3.



