1. Krzywizna i skrecenie krzywej

1.1. Krzywizna krzywej ptaskiej
Dla krzywej ptaskiej L okreslonej rdwnaniem y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja klasy C? w przedziale (a, b),
prowadzimy styczng w pewnym ustalonym punkcie Po(xo, Yo), gdzie xo€(a, b). Niech o oznacza kat,
jaki ta styczna tworzy z osig Ox. Dla punktu P1(xo + AX, yo + Ay) oznaczmy przez As dtugos¢ tuku PP, ,

a przez a+Aa kat jaki styczna w punkcie P; tworzy z osig Ox (Rys.1)
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Rysunek 1.1 Krzywizna krzywej ptaskiej

Za miare krzywizny krzywej ptaskiej L przyjeto granice wyrazenia przy P1 —Po . Krzywizne

zwykle oznacza sie grecka literg kappa k. Mamy wiec

Prawa strona tej rownosci to wartos¢ bezwzgledna pochodnej , co przekfada sie na nastepujgcy

wzdr krzywizny krzywej ptaskiej o réwnaniu y = f(x):



Dla regularnej krzywej ptaskiej klasy C? okre$lonej réwnaniami parametrycznymi r(t) =[x(t), y(t)],
krzywizna jest okreslona wzorem:
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Przyktad 1
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Dla paraboli okreslonej réwnaniem y = x*, w dowolnym punkcie Po(Xo, Yo) mamy x = 5
[1+ 4x§]g

Czyli np. dla xo=0 mamy k=2, a dla xo=4 krzywizna w przyblizeniu wynosi 0,004. Patrzac na wykres
funkcji y = x*> widzimy, ze ,najbardziej krzywa” parabola jest wtasnie dla x = 0 (ma tam najwiekszg
krzywizne).

Przyktad 2

Dla dowolnego punktu elipsy o réwnaniu r(t) = [acost,bsint], krzywizna wynosi
ab

K= 3
[az coszt+b25in2t]2

1.2. Krzywizna krzywej przestrzennej
Dla krzywej L w przestrzeni euklidesowej R? do okreélenia krzywizny wykorzystuje sie wektory
styczne Freneta T w punktach Po i P; . Jezeli przez ® oznaczymy kat miedzy wektorami T (s,) i

T(s, +h), gdzie parametr naturalny so odpowiada punktowi P, a so+h odpowiada punktowi P;, to

krzywizne krzywej L w punkcie Py okreslamy nastepujgco:
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Po zastosowaniu odpowiednich pochodnych otrzymujemy wzér na krzywizne krzywej L, w
przedstawieniu parametrycznym r(t):

|r'>< r"|
= '|3

Ir

1.3. Skrecenie krzywej przestrzennej
Dla krzywej L w przestrzeni euklidesowej R? do okreélenia skrecenia wykorzystuje sie wektory
binormalne Freneta B w punktach Py i Py . Jezeli przez Wy oznaczymy kat miedzy wektorami B(S,) i

B(s, +h), gdzie parametr naturalny so odpowiada punktowi Py, a so+h odpowiada punktowi Py, to za



bezwzgledng wartosc¢ skrecenia krzywej L przyjeto granice wyrazenia |[—| przy P1 —Pqo . Skrecenie

zwykle oznacza sie grecka literg tau t. Mamy wiec
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Po zastosowaniu odpowiednich pochodnych i wzoru na krzywizne otrzymujemy wzér na skrecenie
krzywej L, klasy C* w przedstawieniu parametrycznym r(t):
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