Wstep

Okreslenia miejsca, w ktdorym znajduje sie przedmiot czy cztowiek, mozna dokonaé przy pomocy
opisu np. na prawo od wiezy lub pomiedzy sklepem a bankiem itp. Nie jest to jednak sposdb
‘zrozumiaty’ dla urzadzen, ktérych w naszym otoczeniu jest coraz wiecej (np.nawigacja satelitarna,
roboty domowe i t.p.) i ktére do swego dziatania potrzebujg technicznego okreslenia pozycji. Tym
sposobem okreslenia miejsca jest uktad wspétrzednych. Kartezjusz stworzyt uktad wspétrzednych na
ptaszczyznie o osiach prostopadtych do siebie, ktéry nazywamy uktadem kartezjanskim lub
prostokatnym.

Rys. 1

Jego uogdlnieniem jest uktad trzech wzajemnie prostopadtych osi: Ox, Oy, Oz przecinajacych sie w
punkcie O. Oprdécz uktadu kartezjanskiego stosuje sie inne, np. ukfad cylindryczny, uktad sferyczny, a

na kuli ziemskiej stworzono uktad wspétrzednych geograficznych. Przestrzen R® = Rx Rx R jest to
zbidr, ktoérego elementami sg uporzadkowane tréjki liczb (XO, Yo ZO), gdzie

X, € RA Yy, e R A Z, €R. Geometryczng interpretacjg elementu (XO, Yo ZO) jest punkt P, ktory

znajduje sie takim miejscu przestrzeni, ze odcinek OP jest przekatng prostopadtoscianu o
krawedziach réwnolegtych do osi wspdtrzednych, o dtugos$ciach odpowiednio:

|X0| - dla krawedzi réwnolegtej do osi OX
|y0| - dla krawedzi réwnolegtej do osi Oy

|ZO| - dla krawedzi réwnolegtej do osi Oz

Wykorzystujac tw. Pitagorasa dla prostopadtoscianu wyznaczono odlegtos¢ miedzy dwoma punktami
AiB:

|AB| :\/(XZ _Xl)2 +(y2 _yl)z +(zz —Z )2
Wektorem w przestrzeni R® nazywamy uporzadkowang pare punktéw (A,B) co oznaczamy AB lub

jedng matg literg np.a . Punkt A nazywamy poczgtkiem wektora, B koncem wektora. Jezeli A=B, to

wektor AB nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy symbolem: 0. Kazdy wektor niezerowy
posiada swojg wartos¢, kierunek i zwrot. Odlegtosc |AB| nazywamy dtugoscig lub wartoscig wektora

AB co oznaczamy symbolem: ‘E‘ . Graficznie wektor przedstawia sie jako odcinek z grotem przy

koncu wektora :



Wspétrzednymi wektora AB , gdzie A(x,,¥,,2,) i B(x,,Y,,2,) satrzy liczby:
X, =X, Y, =Y, Z, — Z; co zapisujemy w nastepujgcy sposob:
AB :[Xz =X Y2 =Y. 4, _21]-
Wspdtrzedne wektora w sposéb jednoznaczny wyznaczajg jego wartosé, kierunek i zwrot.

W uktadzie wspétrzednych R® wyrézniamy trzy wektory jednostkowe réwnolegte do poszczegdlnych
osi oraz zgodnie z nimi skierowane, ktére nazywamy wersorami. Sg to:

i —wektor jednostkowy na osi Ox, taczacy punkty O(O, 0, 0) i I(l, 0, 0);
] — wektor jednostkowy na osi Oy, taczacy punkty O(O, 0, 0) iJ (0,1, O);
Kk - wektor jednostkowy na osi Oz, tgczacy punkty O(O, 0, 0) i K(O, 0,1).
Dowolny wektor 5 mozna przedstawié jako sume:
a=a, -i+a,-j+a,-k
Liczby: a,,a,,a, nazywamy wspoétrzednymi wektora 5 Dtugoséé wektora d dana jest wzorem

al=a; +a; +a’ .

Kierunek wektora a okreslajg katy zawarte miedzy tym wektorem, a osiami wspétrzednych. Katy te
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mozna wyznaczy¢ z nastepujacych wzordw, zwanych cosinusami kierunkowymi wektora a :

a,

a, a,
CosSo, =1 cosop, =-— CosS¢, =
& @ 4
gdzie ¢, ¢,, @, oznaczajg odpowiednio miary katow wektora a z osiami uktadu wspotrzednych.

Dwa wektory @ i b sg rownolegte, jezeli ich wspdtrzedne sg proporcjonalne czyli:

Algebra wektorow w przestrzeni trojwymiarowej

W zbiorze wszystkich wektorow przestrzeni R® mozna zdefiniowaé wiele dziatan. W niniejszym
podreczniku omodwiono: dodawanie wektoréw, odejmowanie wektorow, mnozenie skalarne
wektoréw, mnozenie wektorowe wektoréw, mnozenie liczby przez wektor, iloczyn mieszany trzech
wektoréow.

We wszystkich ponizszych definicjach i twierdzeniach wykorzystuje sie wektory w nastepujgcym
zapisie:



a= [ax,ay,az] b= [bx,by,bz] C= [cx,cy,cz].
Suma wektoréw a i b nazywamy wektor:
a?1+6:[aX +b,,a, +b,,a, +bz].
Graficznie, dodawanie wektoréw polega na tym, ze do korica pierwszego wektora przyktada sie

poczatek drugiego wektora i suma jest wektor tgczacy poczatek pierwszego wektora z koricem
drugiego

Sume wektoréw wykorzystuje sie m.in. w analizie zjawisk fizycznych, w ktérych na jeden punkt
dziatajg dwie wielkosci wektorowe (np. predkos¢ statku po wodzie i predkos¢ pradu) i trzeba
wyznaczy¢ wielko$¢ wypadkowg (predkos¢ statku nad dnem). Wykorzystuje sie wtedy tak zwanag
regute rownolegtoboku
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Wektorem przeciwnym do wektora a jest wektor —az[—ax,—ay,—az], ktérego wartosc i kierunek

jest taki sam, jak wektora a, natomiast zwrot jest przeciwny.
Rdznicg wektoréw a i b nazywamy wektor:
a—bz[ax -b,a,-b,,q, —bZ],

ktory jest sumg wektora @ i wektora przeciwnego do wektora b .
Przykfad

Jezeli statek C porusza sie z predkoscia \Z, a statek D z predkoscig V, , to predkos¢ statku D

—_—

wzgledem statku C, czyli predkos¢ zblizania sie statku D do statku C, jest rowna réznicy predkosci V

i Ve

Viwze =Vp — V¢ -

lloczynem liczby c i wektora a jest wektor:
c-az[c-ax,c-ay,c-az]

Jest to wektor o tym samym kierunku co wektor a (zwrot jest taki sam, gdy c>0, a przeciwny, gdy

c<0), ktérego dtugosc jest |C| razy wieksza od dtugosci wektora a. Zwrot ,, C| razy wieksza” oznacza,

ze dtugo$¢ wektora ca wynosi ‘c-a‘=|c|-‘a‘.



Kat miedzy wektorami & i b definiujemy jako kat wyznaczony przez pétproste wychodzace z punktu
zaczepienia wektoréw w kierunkach zgodnych z kierunkami i zwrotami tych wktoréw.
lloczynem skalarnym wektoréow a i b jest liczba okreslona réwnoscia:
6-5=|&|-‘5‘-c05(<}:(&,5))
lloczyn skalarny wektoréw posiada nastepujace wtasnosci:
1) d-b=b-d
2) (5+5)-E=5-E+B-E
3) jezelialb,to a-b=0
4) jezeli ab, to d-b=ld|-|b|
Tw. lloczyn skalarny mozna przedstawi¢ w postaci kartezjanskiej:
d-b=apb, +a,b, +a,b,

Dowdd:
lloczyn skalarny wektoréw & i b przedstawionych w postaci kombinacji liniowej wersoréw jest
nastepujacy:

5-B=(ax7+ay7+af)~(bx7+by7+bj);

korzystajac z wtasnosci 2 wymnazamy ,,wyraz po wyrazie” i otrzymujemy:

nastepnie wykorzystujgc wtasnosci 3 i 4 otrzymujemy:
d-b=ab, +a,b, +a,b,
Na podstawie definicji i wtasnosci iloczynu skalarnego mozna wyznaczyé wzdér na cosinus kata

zawartego miedzy wektorami d i b :

.-\ _ d-b ab +ab +apb,
cos({(a,b))—wHE‘— |6|y‘%‘

lloczynem wektorowym wektoréw & | b nazywamy taki wektor C, ktdry jest prostopadty do obu

wektoréw i skierowany w ten sposdb, ze wektory a,b, C s3 zorientowane tak samo jak wersory

i, j, k,ajego dtugo$¢ wyraza sie wzorem: H :H ‘B‘ -sin({(a,B)). lloczyn wektorowy oznaczamy

symbolem: @ x b.
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Twierdzenie

lloczyn wektorowy wektoréw a i b mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

ik
dxb=la, a, a,
b, b, b,
Przykfad
Wyznacz iloczyn wektorowy wektoréw a i b , gdzie 5= [2, 3 4], B = [l, 2,— 3].
Rozwigzanie
Wykorzystujgc powyzszy wzor, otrzymujemy:
i ] k
axb=|2 3 4|=-17i+10j+k=[-17,10,1]
1 2 -3

lloczyn wektorowy posiada nastepujace wtasnosci:

1) ax b=-bxa

2) ax(o+c)=axb + axc

3) (Xé)x ;,LB = kp(qx 6) AMueR
Twierdzenie

Pole réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach & i b jest réwne dtugosci iloczynu wektorowego
tych wektorow.

Dowdd:
Pole réwnolegtoboku o bokach dtugosci a i b i kacie ostrym o mierze o wyraza sie wzorem:
P=a-b-sina
Natomiast dtugo$¢ iloczynu wektorowego wektoréw a i b réwna sie:
a8 ~|d {B]-sin(<(a.5))

| jezeli kat miedzy wektorami oznaczymy jako a, to:



‘5x5‘ =a-b-sinx.
Stad widag, ze
P =‘Elx5‘ .
Whniosek

Pole trdjkata rozpietego na wektorach a | b réwne jest potowie dtugosci iloczynu wektorowego
tych wektorow.

lloczynem mieszanym wektorow 3,6,6 nazywamy wyrazenie (skalar)
(8,6,¢)=(axb)c

Tw. lloczyn mieszany obliczamy ze wzoru

a, y z
@6.c)=jb, b, b,
c, ¢, C,

Dowdd:
lloczyn wektoréw a i b ma wspotrzedne: [aybZ —-b,a,,a,b, —b,a axby —bxay], a pomnozony

y“z z%% 1

skalarnie przez wektor C daje liczbe:
(@,b, =b,a,)-c, +(a,b, —b,a,)-c, +(ab, —b,a, )-c,, ktéra jest wartoscia wyznacznika:

a, a, a,
b, b, b,.
¢, ¢, ¢,

Wektory 5,6,6 sg komplanarne (réwnolegte do jednej ptaszczyzny) wtedy i tylko wtedy, gdy
(a6,¢)=0

Dowdd:

Jezeli wektory 3,6,6 sg komplanarne, to iloczyn @ x b jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny

zawierajacej wektory a i b , czyli jest prostopadty réwniez do wektora E, ktory zawiera sie w tej

samej pfaszczyznie. Stad iloczyn skalarny prostopadtych wektoréow axb i E jest réwny 0, czyli

(6,6,¢)=(axb)-c=0.

Objetos¢ V' réwnolegtoscianu rozpietego (zbudowanego) na wektorach é,_',(*: (patrz rysunek 10)
jest rowna wartosci bezwzglednej iloczynu mieszanego tych wektorow.

Vz‘(ax[))f‘

Ptaszczyzna

Ptaszczyzng prostopadta do niezerowego wektora N = [A, B, C], zawierajgcg punkt Py nazywamy
zbidér takich punktéw przestrzeni, dla ktérych wektory faczace te punkty z punktem Py sg prostopadte
do wektora . Jezeli ptaszczyzne taka oznaczymy symbolem , to



n={P:PPLA|

Wykorzystujgc warunek prostopadtosci wektoréw P,P I i otrzymano réwnanie pfaszczyzny w

przechodzacej przez punkt Po(xo, Vo> zo), prostopadtej do wektora niezerowego N = [A,B,C]
A(X_ Xo)"‘ B(y_ YO)"‘C(Z - Zo): 0

Po wymnozeniu i uporzadkowaniu elementdw w powyzszym rdéwnaniu otrzymujemy rownanie
ogolne pfaszczyzny m:

AX+By+Cz+D=0 (A?+B?+C? >0)
Przykfad
Wyznacz réwnanie ptaszczyzny zawierajacej punkt P, (3, 4, 5) , prostopadtej do wektora N = [2,3,6].
Rozwigzanie:
T 2(X —1)+ 3(y — 4)+ 6(2 — 5) =0 czyli ptaszczyzna © ma réwnanie: 2X+3y+2—-44=0.

Ptaszczyzna jest jednoznacznie wyznaczona, jezeli znamy:

a) wektor do niej prostopadty i jeden punkt lezgcy na niej lub
b) trzy niewspétliniowe punkty lezace na niej lub

c) punktiprostg lezgce na niej lub

d) dwie proste lezace na nie;j.

Dwie ptaszczyzny mogg byc¢ potozone wzgledem siebie na trzy sposoby:

a) przecinac sie,

b) byc réwnolegte,

c) pokrywac sie.

Czescig wspolng dwadch nierdwnolegtych ptaszczyzn jest krawedz czyli linia prosta.

Dwie nieréwnolegte ptaszczyzny m,, T, o réwnaniach:
n, : AX+By+Cz+D =0 m,:AX+B,y+C,z+ D, =0 tworza kat, ktéry jest rowny

katowi miedzy ich wektorami normalnymi r;; =[A,B,.C,], Fl)z =[A,,B,.C,] czyli kat miedzy
ptaszczyznami m,,7,: @ = K(m,, 7, ) = K(fi,, fi, ) ma cosinus réwny:

A, -, _ |AA, + BB, +C,C,|

||| JA? +BZ+C2\JAZ +B2+C2

CoS @ =

Dwie ptaszczyzny sg prostopadte wtedy i tylko wtedy , gdy ich wektory normalne sg prostopadte czyli:
n,Lln,<n Ln, < AA +BB,+CC,=0
Dwie ptaszczyzny sg rownolegte wtedy i tylko wtedy , gdy ich wektory normalne sg réwnolegte czyli:

s s A _B G
TC]”TCZ<:>I'11||I’]2C>A2—BZ C,



Dwie nieréwnolegte pfaszczyzny =, m, wyznaczajg w przestrzeni zbioér wszystkich ptaszczyzn
przechodzacych przez ich wspdlng krawedz. Zbiér ten nazywamy pekiem ptaszczyzn i jego réwnanie

ma postac:
A(A4x+By+Cz+D))+ A (4x+By+Cyz+D,)=0
gdzie liczby 4,4, eR i Af + 45 >0.

Przykfad

Wyznacz réwnania ptaszczyzn dwusiecznych katow miedzy ptaszczyznami 7, : 4X+2y—-6z2+10=0
i ,:10x-4y+2z-2=0.

Rozwigzanie:

Ptaszczyznami dwusiecznymi sg ptaszczyzny jednakowo odlegte od ptaszczyzn =, m, czyli:

col:%(4x+2y—62+10)+%(10x—4y+22—2):0 stad @, :7X—y—22+4=0 oraz

w, :%(4x+2y—6z +10)—%(10x—4y+22—2)=0 stad @, : —3x+3y—-42+6=0.

Odlegtoscig punktu Po(xo, Voo ZO) od ptaszczyzny m: AX+By+Cz+D =0 nazywamy dtugosc

odcinka prostopadtego do ptaszczyzny =, ktdérego jeden koniec jest w punkcie P, a drugi lezy na
ptaszczyznie m.

'k

Odlegtos¢ punktu Py od ptaszczyzny m obliczamy ze wzoru:

| Axy+ By, +Czy + D)

NVA*+B* +C?

d=d(F, )

Prosta w przestrzeni tréjwymiarowej
Prostg przechodzaca przez punkt Po(xo, Voo Zo) réwnolegtg do wektora a = [ax , ay,aZJ nazywamy

zbiér takich punktéw przestrzeni, dla ktérych wektory fgczace te punkty z punktem P, sg réwnolegte
do wektora a. Jezeli prosta takg oznaczymy symbolem /, to jej



rownania parametryczne majg postac:

X=X, +1a,
lqy=y,+ta,
Z=1,+1a,

Wektor @ nazywamy wektorem kierunkowy prostej /.
Réwnaniem kanonicznym prostej / jest rdwnanie postaci:

X=X _ Y=V _Z27%

a a a

X y z

Przykfad
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej punkt P, (3, 4, 5) , 0 wektorze kierunkowym a = [2,3,6].
Rozwigzanie:
X=3+2t
Réwnanie parametryczne tej prostej ma postac: | 3 y = 4+ 3t, a réwnanie kanoniczne:
z=5+06t

Xx-3 y-4 7-5
2 3 6

Prosta jest jednoznacznie wyznaczona, jezeli znamy:

a) wektor do niej rownolegty i jeden punkt lezgcy na niej lub
b) dwa punkty lezgce na niej lub

c) punkt lezacy na niej i ptaszczyzne prostopadta do niej lub
d) dwie ptaszczyzny przechodzace przez nia.

Pierwsza mozliwos¢ postuzyta do zdefiniowania pojecia prostej i wyznaczenia jej rownania. W
przypadku b) mamy dane dwa punkty lezgce na proste;j: Po(xo, Voo zo) i Pl(x], Vs zl)

—_—

Wektorem kierunkowym w tym przypadku jest wektor P P, . Réwnanie prostej przechodzacej przez
dwa rézne punkty Po(xo, Yoo ZO), Pl(xl, Vis Zl)
X=X _ V=V _ 272

X=X N~V Z17%

Jezeli znamy punkt lezgcy na prostej Po(xo,yo,zo) i pfaszczyzne prostopadtg do niej o réwnaniu
AX+ By +Cz+ D =0 (przypadek c), to wektorem kierunkowym tej prostej jest wektor normalny
ptaszczyzny N = [A, B,C] i rbwnanie prostej ma postac

X=X _ Y=Y 277

A B C

Natomiast gdy prosta jest wyznaczona przez dwie nierdwnolegte ptaszczyzny przechodzace przez nig,
to stosujemy wtedy specjalng postaé rownania prostej zwang rownaniem krawedziowym:



I Ax+By+Cz+D, =0
" | 4x+B,y+Cz+D, =0

gdzie 47 +B’ +C} >0, 4; +B;, +C; >0.

Przykfad

Wyznaczy¢ réwnanie prostej wyznaczonej przez pfaszczyzny: 7, i4X+2y—6z+10=0 i
7w, 10x-4y+22-2=0.

Rozwigzanie

) , , ' ) X+2y-10z+10=0 . .y ,
Réwnanie krawedziowe prostej ma postaé: |: . Zeby otrzymaé réwnanie
X—4y+52-2=0

parametryczne tej prostej nalezy rozwigzaé powyzszy uktad réwnan, wprowadzajac za jedng ze

X=-6+5t
zmiennych parametrt: | :<y=-2+2,5t.
z=t
Jezeli proste I, i |, okreslone sg réwnaniami:
X=Xx,+1ta, X =x, +ub,
L y=y,+ta, teR L 4y =y +ub, uerR
z=2z,+ta, z=2z +ub,

gdzie d = [ax,ay,azj ib= [bx ,by ,bz] sg ich wektorami kierunkowymi oraz
Po(anyo’Zo)Ella E(x1>y1321)€lzrt°5

. |d-b
1) Cos(<(ll'l2))zcos(k(a'b)):|‘5|.‘5“:\/’02+02+02.\/b2+b2+b2
X y z X y .

ab, +a,b, +a,b,

2) L1, <dlbsab,+ab,+ab, =0
|z . a @4 a

3) L1, e d]be ==

b, b, b,
4) proste /1, I, lezg w jednej ptaszczyznie (sg komplanarne) wtedy i tylko wtedy, gdy

a, a, a,
(6xb)-RP=| b, b, b, |=0
X)=Xo Yi=VYo Z17%

Dwie proste nazywamy skosSnymi wtedy i tylko wtedy, gdy nie sg réwnolegte i nie s3 komplanarne.

Odlegtoscig punktu Pl(Xl,yl,Zl) od prostej | nazywamy dtugosé odcinka prostopadtego do prostej /,
ktorego jeden koniec jest w punkcie P; a drugi lezy na prostej / (rys. ).



Py
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Odlegtosé punktu Pl(xl, Vi zl) od prostej / obliczam ze wzoru:

i j k
a, a, a,
dzd(Pl’I)z‘a Xfopl _ X, =Xy YVi=Vo 24172
l .faﬁ +a, +a;
Dowdd:
Na rys. 18 widac¢, ze =SIN &, a kat a rowny jest katowi zawartemu miedzy wektorami
I:)0 Pl
ax PP,
P,P, i . Z definicji dtugosci iloczynu wektorowego wynika, ze Sina = i stad
jal-|P,P,
. __ |axrR| |axpn
d=|PP|-sina=|PP | ——==—=
al-[pR] Il

Odlegtoscia miedzy prostymi skosnymi /; i /, nazywamy dtugo$é¢ odcinka prostopadtego do obu
prostych, ktérego jeden koniec lezy na prostej /; a drugi lezy na prostej /,. Odlegtos¢ prostych
skosnych I, I, wyznaczamy ze wzoru:

X y z
‘( o b, b, b,
axb)-PP X, =X, Y=Y, 2, —2
d=d(/1,/2): ‘635‘0 1 _ 1 07 1] OE 1 0
lla, a, a,l
b, b, b,
Prosta i ptaszczyzna

Prosta moze by¢ potozona wzgledem ptaszczyzny na trzy rézne sposoby:
1) zawiera sie w ptaszczyznie
2) jest rownolegta do niej i roztgczna



3) przebija ptaszczyzne.

X=Xx,+ta,

Dane sg prosta [:{y=y,+ta, teR orazptaszczyznaz: AX+By+Cz+D =0

y

z=2z,+1a,
Prosta | jest rdwnolegta do ptaszczyzny © wtedy i tylko wtedy, gdy wektor kierunkowy prostej:
a= [ax ,ay, aZJ jest prostopadty do wektora normalnego ptaszczyzny: i = [A, B,C] czyli

||n<d Lhi<a n=0< Aa, +Ba,+Ca, =0.

Gdy prosta / nie jest rownolegta do ptaszczyzny m, przebija ja w jednym punkcie i tworzy z
ptaszczyzna kat, ktéry jest dopetnieniem do 90 kata miedzy wektorami fiid.

Kat ¢ wyznaczamy ze wzoru:
-4 ‘Aax+Bay+CaZ

mﬁﬁ(_JA2+BZ+CZWﬁf+a§+af‘

sing =

Punkt przebicia P, ptaszczyzny m przez prosta / wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan opisujacych

prostg i ptaszczyzne. Otrzymujemy w ten sposob:

X, =X+t 8,

Pp(xp’yp’zp): Yo = Yo t1,8,
Z,=12,+t,a,

gdzie wartosc¢ ¢, parametru t jest wyznaczona z réwnania:

A(x0 +tax)+B(y0 +tay)+C(zo +taz)+D: 0.

Przyktad
X=3+2t

Wyznacz rzut prostej | 1 y = 4 + 3t na ptaszczyzne m: 2X+3y+z2—-4=0
Z=5+6t

Rozwigzanie

Najpierw wyznaczamy punkt przebicia ptaszczyzny ©t przez prostg / wykorzystujac rownanie ... .......

Prosta jest prostopadta do ptaszczyzny wtedy i tylko wtedy gdy wektory i sg réwnolegte czyli
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Powierzchnie stopnia drugiego

Na koniec tego rozdziatu zaprezentujemy przyktady najczesciej stosowanych powierzchni stopnia
drugiego.



Sferg o srodku w punkcie S(a, b, c) i promieniu R nazywamy zbidr punktow przestrzeni, ktére majg
te wtasnosé, ze ich odlegtosc od $Srodka jest rdwna R. Rédwnanie takiej sfery jest nastepujace:
(x—a)2 +(y—b)2 +(z—c)2 =R>.

1. Elipsoida:
2 2 2
a- b” ¢
2. Hiperboloidy:
2 2 2
a) x_2+y_2_z_2 =1 hiperboloida jednopowtokowa,
a- b” ¢
2 2 2
b) x_2 +y—2 —2—2 =-1 hiperboloida dwupowtokowa.
a- b° ¢
3. Paraboloidy:
2 2
a) x—2+)b/—2:z paraboloida eliptyczna,
a
2 2
Xy . . .
b) — 5=z paraboloida hiperboliczna.
a b
4. Stozek:
2 2 2
X z
S+ -5=0
a- b° ¢
5. Walce:
2 2
X"y .
a) —+—=1 walec eliptyczny,
a’> b
2 2
b) x_z_y_z =1 walec hiperboliczny,
a- b
c) y:=2px walec paraboliczny.

Rownanie powierzchni obrotowej powstatej w wyniku obrotu dokotfa osi Ox krzywej o réwnaniu

xzf(z):



Przyktady powierzchni obrotowych powstatych w wyniku obrotu dokota osi Ox krzywych stozkowych
(elipsy, hiperboli, paraboli)

2
1 x—2+y—2—z—2:1 elipsoida obrotowa.
a” a c
x2 y2 ZZ
2 —+5-—=1 hiperboloida obrotowa jednopowtokowa.
a” a c

2 2
X .
3. — er—2 =z paraboloida obrotowa.
a a



