7. Drganiai fale
Drgania

Ruchem drgajacym okresowym nazywamy taki ruch, w ktorym uktad po uptywie pewnego czasu,
nazywanego okresem drgania, wraca do stanu wyjsciowego.

Drganie harmoniczne proste

W ujeciu geometrycznym, drganie harmoniczne proste to ruch, jaki wykonuje rzut punktu
poruszajacego sie po okrggu na srednice tego okregu (Rys. 7.1.).
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Rys. 7.1. lustracja do definicji geometrycznej drgania harmonicznego prostego

Drganie harmoniczne proste jest drganiem o statej w czasie amplitudzie. Rownanie opisujace drganie
harmoniczne proste przedstawia zalezno$¢ wychylenia x(t) drgajacego punktu P z potozenia

réwnowagi 0 od czasu t (Rys. 7.2.):
X(t) = A cos(aot + ). (7.1)

dzie:
’ e A, - amplituda drgania (maksymalne wychylenie z potozenia rownowagi),
o w,=2r1T,=2r/f, - czgstos¢ kotowa drgania,
e T, - okres drgania,
o f,=1/T, - czgstotliwos¢ drgania,
o olt)=wyt + ¢, - faza drgania,
e ¢, = (p(t = O) - faza poczatkowa drgania.
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Rys. 7.2. Zalezno$¢ wychylenia drgajacego punktu z potozenia rOwnowagi od czasu w drganiu harmonicznym prostym



W ujeciu matematycznym drganie harmoniczne proste to ruch opisany réwnaniem:

2
%mfx:o. (7.2)

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja (7.1). Z réwnania (7.2) wynika fizyczna definicja drgania
harmonicznego prostego: jest to taki ruch, ktory wykonuje punkt materialny o masie m pod wplywem
sity sprezystej (elastycznej) F,, proporcjonalnej do wychylenia x i przeciwnie do tego wychylenia
skierowanej:

F,=—kx, k=ma,’, (7.3)

gdzie k jest dodatnim wspolczynnikiem sprezystosci okres$lajacym czesto$é kotowa oraz okres drgan

wlasnych uktadu:
[k [m
Wy =.—, T,=2m,|—. 74
o m 0= &% K (7.4)

Energia drgania harmonicznego prostego

Sity sprezyste sa silami zachowawczymi. Energia kinetyczna i potencjalna drgajacego uktadu
zmieniaja si¢ w czasie, natomiast catkowita energia mechaniczna pozostaje wielkos$cia stata:

Ein :%mv‘z =%mﬂb2a}02 sin?(wpt + @), (7.5)
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pot =5 X —Empb @," COS” (ot +¢y), (7.6)
1 2 2

E. =Eun + Epor :Emﬂb @, =const. (7.7)

Wahadlo fizyczne i wahadlo matematyczne

Przy pomijalnych stratach energii zwigzanych z tarciem i oporami §rodowiska, wahadlo fizyczne i
wahadto matematyczne sg przyktadami ciat wykonujacych drganie harmoniczne proste (Rys. 7.3.).

Rys. 7.3. Wahadto fizyczne (a) i wahadlo matematyczne (b). O — punkt zawieszenia, S - srodek masy



Dla matych wychylen o, umownie przyjetych dla o <14°, okres drgan wahadta fizycznego okresla
wzlr:

T, =2x IBO D =mgl, (7.8)

gdzie I, jest momentem bezwladnosci bryly wzgledem osi obrotu przechodzacej przez punkt O, a

D — momentem kierujagcym. Dla wahadla matematycznego (1, =m 12) otrzymamy:

I
Ty =27 |—. .
V4 g (7.9)

Drganie harmoniczne ttumione

Drganie to powstaje pod wplywem sity sprezystej F, = —kx przedstawionej w rownaniu (7.3) oraz
sily tlumigcej, ktora przy wzglednie matych predkosciach jest proporcjonalna do predkosci ciata i
przeciwnie do tej predkosci skierowana: F, :—b%. Roéwnanie ruchu Newtona opisujgce drganie

thumione ma postac:

d?x dx 2 b 2 k
4+ 23—+ x=0, f=—, =—, 7.10
dt? dt “ 2m “ m (7.10)

gdzie m jest masg drgajacego ciata, a f - wspotczynnikiem thumienia o$rodka.
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Rys. 7.4. Zalezno$¢ wychylenia drgajacego punktu z potozenia rownowagi od czasu w ruchu harmonicznym thumionym

Dla wspoétczynnika thumienia spelniajacego warunek f < ®,, rozwigzaniem tego rownania jest
funkcja:

x(t)=Aje P coslat + @), @=+aw," - B, (7.11)



gdzie i @, sa odpowiednio cze¢stosciami kotowymi drgania tlumionego i drgania swobodnego

(o< w,), natomiast ¢, jest faza poczatkowa drgania. Amplituda drgania ttumionego A(t)z A"
jest malejaca funkcja czasu, a energia drgania ulega rozproszeniu.

Dekrement logarytmiczny tlumienia

Dekrement logarytmiczny ttumienia A okres$la szybko$¢ zaniku drgan ttumionych i zdefiniowany
jest rownaniem:

_mT
A=In A =In e

A Ao (742

gdzie A, i A, sa dowolnymi - kolejnymi amplitudami, odpowiadajacymi dwom momentom czasu
réznigcym si¢ o jeden okres T drgania tlumionego.

Fale

Fala jest rozchodzacym si¢ w przestrzeni ruchem drgajacym. Gdy dowolny punkt srodowiska -
zrodto ruchu falowego - zostanie wytrgcony z polozenia réwnowagi i zacznie wykonywaé ruch
drgajacy, to wskutek istnienia sprezystosci lub sztywnoS$ci postaci srodowiska, drganie to rozchodzi
si¢ we wszystkich mozliwych kierunkach doprowadzajac do powstania ruchu drgajacego dowolnego,
innego punktu tego srodowiska. W ciatach wykazujacych sprezysto$¢ postaci, tj. w ciatach statych,
cieczach i gazach, mozliwe jest rozchodzenie si¢ fal podluznych, w ktorych drgania czasteczek
srodowiska zachodza na kierunku propagacji fali. W ciatach stalych, ktore wykazuja takze sztywnos¢
postaci, moga rozchodzi¢ si¢ fale poprzeczne, w ktérych drgania czasteczek srodowiska zachodza na
kierunku prostopadtym do kierunku propagacji fali. Ruch falowy ma unikalng zdolno$¢ transportu
energii bez transportu masy.

Fala harmoniczna plaska
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Rys. 7.5. llustracja do opisu fali harmonicznej ptaskiej

Fala harmoniczna ptaska, to fala o okreslonym kierunku propagacji i statej amplitudzie, ktorej
zrodtem jest drganie harmoniczne proste. Rownanie opisujace tg falg przedstawia zaleznos$é
wychylenia dowolnego punktu srodowiska z potozenia rownowagi od potozenia i czasu:

x(z,t)= A, co{wo(t —é) + %] (7.13)



dzie:

’ o X(z,t) - wychylenie drgajacego punktu z $rodowiska z polozenia rownowagi w momencie t .
Czas t jest catkowitym czasem drgania zrodta ruchu falowego, zlokalizowanego tutaj w
potozeniu z=0,

e A, - amplituda fali réwna amplitudzie drgania harmonicznego prostego,

o w,=2r1T,=27f, - czgstos¢ kotowa fali rowna czgstosci kotowej drgania harmonicznego
prostego o okresie T, i czgstotliwosci f,

e Vv -predkosc¢ fazowa fali,

. ¢:w0(t—§j+(po - faza fali,
® @, - faza poczatkowa fali.
Predkos¢ fazowa fali
Jest to predkos$¢ rozprzestrzeniania si¢ fazy fali, tj. predkos¢, z jaka musialby poruszaé sie

obserwator by natrafi¢ na ta samg fazg fali i rejestrowaé niezmienne wychylenie X drgajacych
czasteczek srodowiska z polozenia réwnowagi. Predkos$¢ fazowa fali okresla warunek:

¢)=a)0(t—§j+(po =const, (7.14)

z ktorego, po zrézniczkowaniu, wynika naturalny wniosek, ze v =— . Predko$¢ rozchodzenia si¢ fali

sprezystej okresla wzor Newtona:

v=_|—, (7.15)
gdzie M jest modutem $cisliwosci (fala podtuzna) lub modutem sztywnosci (fala poprzeczna), a p
jest gestoscig srodowiska.
Dhugosé fali

Dhugoscia fali okre$lamy dystans pokonany przez czoto fali w czasie jednego pelnego okresu:
A =VT,. Rownowazna definicja okresla dtugos¢ fali, jako odleglos¢ miedzy dwoma drgajacymi
punktami $rodowiska roznigcymi si¢ w fazie o 27 :

oz t)-plz,)=27 = z,-2z=41. (7.16)

Zasada superpozycji

Zasada superpozycji glosi, ze jezeli do jakiego$ punktu srodowiska dociera kilka ciagéw fal, to
punkt ten doznaje wychylenia bedacego sumg wychylen pochodzacych od poszczegolnych ciggow fal.

Interferencja fal.
Interferencja fal powstaje w wyniku naktadania sie ciggéw fal spdjnych (koherentnych), tj. takich

ciggow fal, ktorych roéznica faz nie zalezy od czasu. Jezeli roznica faz nakladajacych si¢ ciggow fal
zalezy od czasu, to powstaty obraz nie jest obrazem interferencyjnym.



Rys. 7.6. llustracja do interferencji fal harmonicznych kolistych

Najprostszym przypadkiem interferencji jest naktadanie si¢ dwoch fal harmonicznych o tych
samych amplitudach A, i tych samych czgstosciach kotowych @,. Przy poczatkowych fazach
rownych zeru, fale te opisane sg przez rownania rownania:

X =A co{wo [t —%ﬂ , X, = A co{wo [t —%ﬂ (7.17)

gdzie z; i z, sa odleglosciami miejsca interferencji P od Zrddet ruchu falowego S; i S, (Rys. 7.6.).
Fale wypadkowa powstata w wyniku nalozenia si¢ obydwu ciagéw fal opisuje rownanie:

X=X, + %, = Aco{wo[t Atk ﬂ , (7.18)

2V

gdzie

VA
COoS

A=2A, (7.19)

(z,-2)
A

jest niezalezng od czasu amplitudg fali wypadkowej. Wielkos$¢ tej amplitudy zalezy tylko od roznicy
drog przebytych przez obydwa ciagi fal. Maksymalng warto$¢ amplitudy A=2A, (maksymalne
wzmocnienie) rejestrujemy, gdy

z,-z,=n1, n=0123,..., (7.20)

co odpowiada sytuacji, w ktorej ciagi fal spotykaja si¢ w zgodnych fazach. Amplituda drgania
wypadkowego rowna jest zeru (wygaszenie), gdy spelniony jest warunek:

z,-2,=(2n +1)§, n=0123,..., (7.21)

opisujacy przypadek naktadania sie ciggdw fal o przeciwnych fazach.



Fala stojaca
Fala stojaca jest szczegdlnym przypadkiem nakladania si¢ dwoch ciggdw fal, ktore maja te same

amplitudy i czgstosci, lecz rozchodzg si¢ w przeciwnych kierunkach. Przy poczatkowych fazach
rownych zeru, fale te opisuja rownania:

z z
X =A cos{a)o(t _Vﬂ v Xy = A co{a){t +Vﬂ' (7.22)

Superpozycja obydwu ciagéw fal prowadzi do powstania fali stojacej opisanej rownaniem:

X=X, + X, = Acos(wyt), (7.23)
2rz
A=2A, cosT : (7.24)

Rozwigzanie to nie zawiera cztonu falowego i opisuje drganie harmoniczne proste o czgstosci @, i
zmieniajacej si¢ przestrzennie amplitudzie A. Maksymalne wartosci amplitud A=2A, powstaja w
strzatkach okreslonych przez warunek:

z=n%, n=0123,.... (7.25)
Amplitudy sa rowne zeru W wezlach fali stojacej spetniajacych warunek:
A
z=(2n +1)Z’ n=0123.... (7.26)

Fali stojacej nie towarzyszy transport energii.
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Rys. 7.7. Strzatki i wezty fali stojacej

Przyklady

Przyklad 7.1. Klocek szescienny o boku | =30cm plywa zanurzony do 2/3 w wodzie. Pokaza¢, ze

catkowicie zanurzony, a nast¢gpnie swobodnie puszczony klocek zacznie wykonywaé drgania
harmoniczne. Wyznaczy¢: czgstos¢ i okres drgan, wypadkows site dziatajaca na klocek w dowolnym
momencie czasu oraz calkowita energi¢ drgan. W zadaniu poming¢ zjawiska zwigzane z lepkosScig

wody. Gestos¢ wody p,, =1g/cm?®, przyspieszenie ziemskie g =9,81m/s?.



Rozwigzanie:
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Gdy klocek ptywa swobodnie zanurzony do 2/3 w wodzie, sita wyporu \/\70 roOwnowazy ciezar
klocka Q :

2
WOZQv Elspwgzlspkg'
Réwnanie to pozwala wyznaczy¢é nieznang gestos¢ klocka: p, =2p,/3. Gdy klocek zostanie

zanurzony na dodatkowg gtebokos¢ x w stosunku do poziomu rownowagi X =0, dziatajaca na klocek
sita wyporu bedzie wigksza od jego ciezaru i powstanie wypadkowa sita o warto$ci

F=W, —Q=(§|—X]lzpwg—lgpkg}lzpng-

Sita ta jest proporcjonalna do przyrostu zanurzenia X i jest zorientowana do niego przeciwnie:
F=—kx, k=1?p,g>0.

Poréwnujac otrzymane wyrazenie z réwnaniem (7.3) widzimy, ze dzialajaca na klocek sita ma
formalng posta¢ sity sprezystej. Swobodnie puszczony klocek zacznie wigc wykonywaé drgania
harmoniczne, a przyrost zanurzenia X w funkcji czasu bedzie opisany rownaniem (7.1):

X(t):AoCOS(a’otJr%)a Aozély Oy =7,

gdzie czestos¢ kotowa oraz okres drgan klocka odpowiednio wynosza

1/2 1/2
V2 ()2 30 2 o
%:H (Ceug | _(30)7 g o2
m I° o, 2 39
Wartos¢ amplitudy A, oraz fazy poczatkowej ¢, wynika z przyje¢tego zalozenia, ze w umownym

momencie t =0, przyrost zanurzenia klocka wynosit X(t = 0) =—1/3.

Poszukiwang, wypadkowa sit¢ dziatajagca na klocek w dowolnym momencie czasu opisuje
funkcja:



1 5 39 1/2
F=—kx=—§pwgl cog| 5| t+7 =88,29c0s(7,0t).

Calkowitg energi¢ drgan klocka przedstawia rownanie (7.7):

1 1
B =S MA@, =2 pugl".

Uwzgledniajac dane liczbowe otrzymamy: @, =7,0 rad/s, T, =0,90s, E, =13,2J.

Przyklad 7.2. Dwie sprezyny o statych sprezystosci k, =130N/m i k, =70N/m potaczone s3 z
blokiem o0 masie m=0,2kg. Przy napietych sprezynach, blok przesuni¢to z potozenia rownowagi o
Xo =15cm i w chwili t=0 swobodnie puszczono. Za pomoca przyrzadu pomiarowego stwierdzono,
ze amplituda drgan zmalata do potowy w ciggu czasu rownego n=75 pierwszym okresom drgania.
Obliczy¢:

a) stalg sprezystosci sprezyny, czestos¢ kotowa i okres drgan swobodnych (niettumionych),

b) czestos¢ kotowsa i okres drgan thumionych oraz wspotczynnik thumienia,

¢) wypadkoway sit¢ dziatajgca na blok w dowolnym momencie czasu,

d) energi¢ rozpraszang w ciggu jednego okresu drgania.

Rozwigzanie:

a) W dowolnym potozeniu bloku, zmiana dlugosci x kazdej sprezyny jest taka sama, a obydwie sity
dziatajace na blok sg zorientowane zgodnie i w przeciwnym kierunku do jego wychylenia X z
potozenia rownowagi. Ruch bloku odbywa si¢ wigc pod wptywem wypadkowej sity

F=F +F, =—kXx—kyx=—(k, +k,)x.

Wypadkowa sita F jest rowniez sita sprezysta, a stata sprezystosci sprezyny K =k; + K, . Czgstos¢
kotowa @, i okres drgan swobodnych T, wyznacza relacja (7.4):

1/2 1/2 1/2
o =(5j B RACT N
m m k, +k,

Po podstawieniu danych liczbowych znajdziemy: k =200 N/m, @, =31,623s™ T, =0,199s.




b) Zalezno$¢ czasowa amplitudy A okresla wyrazenie:

Alt)= Aje ™™,

gdzie S jest wspotczynnikiem ttumienia srodowiska. Z warunkoéw zadania wynika, ze
Xo —pnT
A(t:nT):?zxoe :

npT =In2,

gdzie T jest okresem drgania ttumionego. Rownanie to, wraz z relacjg (7.11) na czgsto$é kotowa @
drgania thumionego

umozliwia wyznaczenie poszukiwanych wielkosci o, T, 3

k k 1/2
a)=27ln 2 l+ S 2 1]
(In 2+4rx°n )m

2z 1 (In22+47r2n2)m v
o ky +k, ’

T

0] n

k k 1/2
+

=In2 12 .
p {(In22+47z2n2)m}

Uwzgledniajac dane liczbowe otrzymamy: w=31623s™", T=0199s, £=0,0465s". W
przypadku bardzo stabego ttumienia, zdefiniowanego przez warunek AT <<1, w~aw,, T~=T,. W
omawianym zadaniu AT =0,009<<1 i obliczone wartosci @ i T sa w obrebie stosowanej
doktadnosci obliczen takie same, jak odpowiednie wartosci w, i T, dla drgania niettumionego.

c) Site dziatajaca na blok okresla rownanie:
F(t)=—kx(t)=—(k, +k, )x,e ™ cos(at + ).

Z warunkow zadania wynika, ze w chwili t =0 wychylenie bloku X(t = O): Xq, Wigc faza poczatkowa
¢ =0. Po podstawieniu danych liczbowych otrzymamy:

F(t)=—-30e %% c0s(31,623t).

d) W odrdznieniu od drgania swobodnego, energia uktadu wykonujacego drganie thumione w sposéb
ciggly maleje z czasem. Miarg rozproszonej w ciggu jednego okresu energii moze by¢ réznica energii
potencjalnych w momentach t,=nT i t,,=(n+1T odpowiadajacych czasowo najblizszym
momentom maksymalnego i zgodnego, co do kierunku wychylenia uktadu z potozenia rownowagi. W
momentach tych energia kinetyczna jest rowna zeru, a catkowita energia ukladu rowna jest jego



energii potencjalnej. Energia potencjalna w momencie t, =nT roéwna jest pracy wykonanej
przeciwko sile sprezystej na drodze od potozenia rownowagi X=0 do x=A:

. A A, 1
v :—jo F(x)dx = (k, + kz)jO xdx :E(kl +k, )AZ.
Uwzgledniajac, ze A, = X, exp(— fnT) znajdziemy:

\V/ (n)

max

1 _
:E(kl +ky )x2e 72T

Wzgledne rozproszenie energii drgania thumionego opisuje roéwnanie:

() ) _y 0
yzAVmaX Vo Vi g g
v v

Parametr y jest taki sam dla kazdego okresu i zalezy tylko od dekrementu logarytmicznego ttumienia
A = fT . Identyczny rezultat otrzymamy przeprowadzajac podobne obliczenia uwzgledniajgce roznice
maksymalnych energii kinetycznych. W rozwazanym przypadku y =0,018, tj. w kazdym okresie
uktad traci 1,8% energii maksymalnej z poczatkowego momentu t, tego okresu.

Przyklad 7.3. Dwa ciagi fal spojnych o tej samej amplitudzie A, =5mm 1 tej samej czestotliwosci
f =1500Hz przemieszczaja sie w jednym kierunku z tg sama predkoscig fazowg v=335m/s. Faza
poczatkowa jednego ciagu fal wynosi ¢,, =0, a drugiego ¢,, =@, =7/3. Wyprowadzi¢ rownanie
opisujace falg wypadkowa. Z jaka amplituda beda drgaly czasteczki Srodowiska w miejscu
interferencji oraz jaka bedzie odlegtos¢ dzielaca dwa sasiadujace bezposrednio punkty drgajace z

maksymalng amplituda? Zadanie rozwigza¢ takze w sytuacji, gdy fale przemieszczaja si¢ w
przeciwnych Kierunkach.

Rozwigzanie:

Kazda z fal opisana jest rownaniem (7.13). W przypadku fal poruszajgcych si¢ w tym samym
kierunku réwnania te majg postac:

x (z,t)= A, COS|:27Zf (t —éﬂ ,
X,(z,t)= A, cos{Z;zf (t —éj + %} :

Wykorzystujac znany, trygonometryczny wzor:

cosa+cosﬁ=lcosa_ﬁcosa+ﬂ
2 2 2

oraz stosujgc zasadg superpozycji, otrzymamy rownanie fali wypadkowe;j:

X(z2,t)=x, + X, = 2A, co{%) co{an (t —éj + %} :




Czasteczki Srodowiska beda drgaty z amplituda A=2A, COS(7Z'/ 6)= A, =5mm, a odlegtos¢ dzielaca
dwa sasiadujace bezposrednio punkty drgajace z maksymalng amplituda bedzie rowna dhugosci fali
A=v/f=22,3cm.

W przypadku, gdy jedna z fal, np. pierwsza, porusza si¢ w kierunku przeciwnym, jej rownanie

falowe bedzie mialo postaé:
x (z,t)= A, co{an (t + EH ,
v

a fala wypadkowa be¢dzie opisana rownaniem:

X(z,t)=x, + X, = 2A, cos[Zﬂf z —%)cos(ant +%)

\Y

Réwnanie to przedstawia falg stojaca o przestrzennie zmieniajacej si¢, niezaleznej od czasu

amplitudzie
cos[Zzzf z —zj :
v 6

Maksymalne warto$ci amplitudy wynosza 2A,, a ich potozenie z wyznacza warunek:

Az)=2A,

27[f£—£=n7r z :6n+1

= . A, n=0123,....
v 6 12

Odlegltos¢ dzielaca dwa sgsiadujace bezposrednio punkty drgajace z maksymalng amplituda bedzie
réwna z,,, —z, =4A/2=11,2cm.

Zadania

7.1. Punkt zatacza w czasie T =2s okrag o promieniu r =10cm. Przy jakiej fazie przySpieszenie

rzutu tego punktu na $rednice pozioma okregu wynosi a=>50cm/s?>. W chwili t =0 faza poczatkowa
byta rowna zeru.

7.2. Jakie bedzie wychylenie ciata drgajacego ruchem harmonicznym prostym z potozenia rownowagi
po uplywie t=10s? Okres drgania i amplituda wynosza odpowiednio T =0,1s i A, =5mm. W
chwili t =0 ciato znajdowato si¢ w potozeniu rownowagi.

7.3. Punkt materialny wykonuje drgania harmoniczne o okresie T =2s i amplitudzie A, =10mm.
Znalez¢ predkosé punktu w chwili, gdy jego wychylenie z potozenia rownowagi wynosi X =25mm.
Faza poczatkowa drgan ¢, =m/2.

7.4. Jaki jest okres drgania harmonicznego prostego o amplitudzie A i fazie poczatkowej ¢, =0,

jezeli po czasie t =1s wychylenie drgajacego punktu z polozenia rownowagi wynosito X = A, 122

7.5. Punkt drgajacy ruchem harmonicznym prostym ma w pewnej chwili predkos¢ v=20cm/s.
Obliczy¢ przyspieszenie tego punktu w tej chwili, jezeli okres drgan T =2s i amplituda A, =10cm.



7.6. Maksymalna predkos¢ punktu drgajacego ruchem harmonicznym wynosi v, =2m/s, a

maksymalne przyspieszenie a, =4 m/s’. Jak zmienia si¢ wychylenie x drgajacego punktu od czasu
t ? Faza poczatkowa ¢, =0.

7.7. Punkt drgajacy ma dla fazy ¢=7x/3 predkos¢ v=20cm/s. Amplituda drgania A, =10cm.
Obliczy¢ okres drgan tego punktu.

7.8. Punkt wykonuje drgania o okresie T =2s i amplitudzie A;=10cm. Obliczy¢ predkosé i
przyspieszenie punktu w momencie jego maksymalnego wychylenia. Faza poczatkowa ¢, =7 /3.

7.9. Ciato drgajac harmonicznie przebiega pomigdzy skrajnymi potozeniami droge | =4cm i osigga
maksymalng predko$é v=10cm/s. Jaki jest okres, czestos¢ i czestotliwosé tych drgan?

7.10. Ciato drga harmonicznie zgodnie z rownaniem: X =1+ 23in(37zt). Jaka jest amplituda, czgstosc,
czestotliwo$¢ 1 faza poczatkowa tego drgania? Obliczy¢ predkos$¢ oraz przyspieszenie tego ciala w
piatej sekundzie ruchu?

7.11. Ruch punktu opisuje réwnanie: X=Aosin(a)t+(p0). W pewnej chwili wychylenie punktu z

polozenia réwnowagi wynosito x=5cm, predkos¢ v=10cm/s, a przyspieszenie a=-40cm/s’.
Obliczy¢ amplitude drgan, czestos¢, faze poczatkowa oraz faze w rozpatrywanym momencie czasu.

7.12. Punkt materialny o masie m wykonuje drgania harmoniczne o czestosci @ . Obliczy¢ catkowitg
energie drgajacego punktu materialnego, jezeli w pewnej chwili jego wychylenie z potozenia
rownowagi i predkos¢ wynosity odpowiednio X, i v, .

7.13. Cialo o masie m=10g zostato wytragcone w momencie t =0 z polozenia rownowagi i zaczgto
wykonywa¢ drgania harmoniczne o amplitudzie A, =10cm i czgstotliwosci f =0,5Hz. Obliczy¢
warto$ci maksymalne: sily sprezystej, energii kinetycznej oraz energii potencjalnej. Obliczy¢
wychylenie, predkos¢ i przyspieszenie tego ciata w 5 i 20 sekundzie ruchu.

7.14. Ciala o masie m=01kg wykonuje drgania harmoniczne proste opisane roéwnaniem:

X(t)= 0,1COS(50t +7l 3) . Jaka jest catkowita energia mechaniczna drgajacego ciata?

7.15. Catkowita energia mechaniczna ciata wykonujacego drgania harmoniczne o amplitudzie A,
wynosi E . Ile razy energia kinetyczna tego ciala w punkcie potozonym w odlegtosci x=A,/2 od

polozenia rownowagi bedzie mniejsza od maksymalnej wartosci energii kinetycznej ciata? Ile razy
mniejsza bedzie energia potencjalna ciata w tym potozeniu od jego maksymalnej energii potencjalnej?

7.16. Calkowita energia mechaniczna ciala wykonujacego drgania harmoniczne o amplitudzie
A, =5cm wynosi E=20J. Jaka bedzie energia kinetyczna i potencjalna tego ciala w punkcie

odleglym o \/§AO /2 od potozenia rownowagi?

7.17. Caltkowita energia ciala o masie m drgajacego ruchem harmonicznym prostym wynosi E .
Napisa¢ rownanie ruchu tego ciata, jezeli sita dziatajaca na ciato w jego skrajnym potozeniu wynosi
F . W chwili t =0 ciato znajdowalo si¢ w potozeniu rownowagi.

7.18. Obliczy¢ amplitude i1 czestotliwos¢ drgan harmonicznych punktu materialnego o masie
m=2Kkg, jezeli jego catkowita energia mechaniczna E =0,04J, a dzialajgca na nie sila przy

wychyleniu do potowy amplitudy ma wartos¢ F =2 N.



7.19. Cialo o masie m=1kg wykonuje drganie harmonicznie. Amplituda drgania A, =05cm, a
okres T =16s. W jakim potozeniu ciata oraz w jakiej chwili jego energia kinetyczna jest rowna
energii potencjalnej? Ile wynosza wowczas wartosci tych energii?

7.20. W kabinie windy wisi wahadto. Gdy kabina porusza si¢ ze statym przyspieszeniem skierowanym
do Ziemi, to okres drgan wahadta wynosi T, =1s, gdy za$ ze stala predkoscia, to okres T, =0,3s.
Obliczy¢ przyspieszenie kabiny.

7.21. Wahadlo matematyczne w miejscowosci A wykonuje n, =500 wahnig¢¢, a w miejscowosci B,
w tym samym czasie, wahadlo wykonuje n, =499 wahnig¢é. Przy$pieszenie ziemskie w miejscowosci

B wynosi g, =9,78cm/s?. Obliczyé przy$pieszenie ziemskie w miejscowosci A.

7.22. Obliczy¢ okres drgan wahadla matematycznego wiedzac, ze wahadlo cztery razy krotsze
wykonuje w jednej sekundzie o cztery wahnigcia wigce;j.

7.23. Wahadlo zrobione z cienkiego drutu zelaznego i cigzkiej kuli jest w temperaturze t=0°C
wahadlem sekundowym. O ile zmieni si¢ okres drgah tego wahadla w temperaturze t, =23°C?

Wspétczynnik rozszerzalnosci liniowej zelaza o =125-107° K™,

7.24. Jaka jest dlugos¢ jednorodnego preta metalowego, ktory zawieszony swobodnie na jednym ze
swoich koncow wykonuje drgania o okresie T =0,7s?

7.25. Cienka obrecz o promieniu r=25cm i masie m=0,5kg zawieszona jest na poziomym,
niewazkim precie. Wychylajac obrgcz z polozenia rownowagi mozna zapoczatkowac jej ruch
drgajacy. Obliczy¢ okres tych drgan.

7.26. Cienka ptytka prostokatna o krawedziach a i b moze wahac si¢ wokot osi rownoleglej do
krawedzi a i lezacej w plaszczyznie ptytki. Obliczy¢:
a) okres wahan ptytki, jezeli o$ obrotu przebiega wzdtuz gornej krawedzi phytki,
b) odleglosé osi od srodka masy plytki, przy ktorej okres drgan jest najmniejszy oraz warto$¢ tego
okresu.

7.27. Bryta o masie m=5kg zawieszona jest na poziomej, niewazkiej osi i wykonuje wraz z nia
drgania z okresem T, =1s. Na osi tej osadzono sztywno dodatkowa tarczg stalowa o masie m=5Kg i
promieniu r=25cm tak, ze o$ przechodzi przez $rodek tarczy i jest do niej prostopadta. Okres drgan
bryty z dodatkowa tarcza wzrést do T, =2s. Obliczy¢ moment bezwtadnosci bryty wzgledem osi.

7.28. Pod wplywem podwieszonej masy m=1kg sprezyna wagi wydluzyta sie¢ o Xx=7cm. Jaka
bedzie czgstos¢ kotowa drgan sprezyny, jezeli na szalke wagi potozymy cigzar o masie m=4kg?

7.29. Sprezyna z podwieszonym cigzarkiem wykonuje drgania z okresem T =0,8s. Jaka bedzie
maksymalna predkos$¢ i przyspieszenie cigzarka, jezeli zostanie on odciagnigty o X =8 cm w stosunku
do potozenia rownowagi i swobodnie puszczony?

7.30. Szalka wagi sprezynowej obcigzona odwaznikami wykonuje drgania swobodne z okresem T . O
ile powinna wydtuzy¢ si¢ sprezyna wagi pod wptywem dodatkowego obcigzenia, aby okres drgan
zmienit si¢ 0 50% ?



7.31. Cigzareck Q=50N, zawieszony na wadze spr¢zynowej, wykonuje drgania harmoniczne.
Obliczy¢ okres drgan wiedzac, ze kreska podziatki odpowiadajaca cigzarowi P =100N oddalona jest
od jej kreski zerowej na odlegtos¢ d =0,06 m.

7.32. Gtadka tarcza wykonuje w ptaszczyznie poziomej n=700br/min. W $rodku tarczy umocowano
jeden koniec sprezynki o dtugosci | =8cm, a na drugim koncu sprezynki umocowano gtadka kulke o
masie m=100g. Pod wptywem sity P=0196N sprezynka rozciaga si¢ o x, =1cm. O ile
rozciagnie si¢ ta sprezynka wskutek wirowego ruchu tarczy?

7.33. Blok 0 masie M =10kg potaczony jest ze Sciang sprezyna o statej sprezystosci kK =0,5kN/m. W
blok uderza pocisk 0 masie m=0,2kg z predkoscia v=100m/s i po zderzeniu grz¢znie w nim.

Obliczy¢ predkos$¢ bloku tuz po zderzeniu oraz czgsto$¢ i amplitude drgan harmonicznych bloku.
Tarcie bloku o podloze pominaé.
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7.34. Dwie sprezyny o statych sprezystosci k; =100N/m i k, =200N/m potaczone sg z blokiem o
masie m=1Kkg. Ile wynosi stata sprezystosci sprezyny, ktéra mogtaby zastapi¢ uktad tych dwoch
sprezyn, jezeli sa one potaczone tak, jak na rysunku (a), (b) i (c)?
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7.35. Obliczy¢ czestos¢ drgan uktadow z poprzedniego zadania, gdy obydwie sprezyny majg taka
sama stalg sprezystosci K =100N/m, a ciezarek ma mas¢ m=1Kkg.

7.36. Ciato o masie m=0,5kg znajduje si¢ na koncu sprezyny. W chwili t =0 rozciagnigto sprezyng
0 X, =5cm i puszczono. Gdy wydtuzenie sprezyny wynosi X=3cm, dziata nanigsita F=75N.
a) lle wynosi stala sprezystosci k sprezyny?
b) Obliczy¢ czestose, czestotliwosé i okres drgan.
c) lle wynosi maksymalne wychylenie, predkos$¢ i przyspieszenie ciata? Jaka jest maksymalna
warto$¢ dziatajacej sity?
d) Obliczy¢ catkowitg energie uktadu.
e) Obliczy¢ wychylenie, predkos$é, przyspieszenie, dzialajaca site oraz energi¢ potencjalna,
kinetyczng i catkowita w przedziale czasuod t=0 do t=T co At=T/8.

7.37. Na uklad z poprzedniego zadania dziata dodatkowo sita tarcia. Ile wynosi stata tlumienia,
czestos¢ drgan i jego okres, jezeli amplituda spadta do A=1cm po uptywie czasu: (a) At, =0,1s, (b)
At, =0,2s, (c) At; =0,3s, (d) At, =0,5s, (e) Aty =1s, (f) Aty =2s. Jak zmienia si¢ czgstos¢ drgan
i okres drgan ttumionych w stosunku do drgan swobodnych?



7.38. Przez Ziemig 0 promieniu R, wykopany zostal tunel przebiegajacy przez jej srodek. Pokazac, ze
sila dzialajaca na czastke umieszczonag w tym tunelu jest sita harmoniczng. Obliczy¢:

a) sile dziatajaca na kulg 0 masie m=100kg, znajdujaca si¢ w odleglosci r, =R, i r,=R, /2 od

srodka Ziemi,

b) czgstosé i okres drgan kuli w tunelu,

c) catkowita energi¢ poruszajacej si¢ kuli,

d) miejsce, w ktorym wartos$¢ energii kinetycznej jest rowna warto$ci energii potencjalnej kuli.
W momencie t =0 kula rozpoczgta swobodny spadek z potozenia r, =R, .

7.39. Areometr 0 masie m=200g i $rednicy d =1cm plywa w cieczy 0 nieznanej gestosci. Gdy

areometr zostanie zanurzony w cieczy i puszczony, zaczyna wykonywa¢ drgania harmoniczne 0
okresie T =35s. Obliczy¢ gestos¢ cieczy. W obliczeniach pomingé tarcie zwigzane z lepkoscig

cieczy.

7.40. W rurce wygietej w ksztalcie litery "U" i polu przekroju S, znajduje si¢ pewna obj¢tosé cieczy
V . W wyniku zaklocenia warunku rownowagi, poziom cieczy w jednym ramieniu rurki podniost sig,
a w drugim obnizyt i stup cieczy zaczat wykonywaé ruch drgajacy. Dowies$é, ze drgania te sg
harmoniczne i obliczy¢ okres drgan stupa cieczy. Tarcie zwigzane z lepkoscia cieczy pominac.

7.41. Cialo lezy na poziomej platformie, ktora wykonuje poziome drgania harmoniczne proste o
czgstotliwosci f =5Hz i amplitudzie A, =2cm. Jaki powinien by¢ najmniejszy wspotczynnik tarcia
statycznego miedzy cialem, a powierzchnig platformy, aby ciato nie §lizgato si¢ po jej powierzchni?

7.42. Pozioma platforma wykonuje na kierunku pionowym do swojej powierzchni drgania
harmoniczne proste o amplitudzie A, =0,5cm. Jaka moze by¢ maksymalna czgsto$¢ drgan platformy,

aby lezace na niej ciato od niej si¢ nie odrywato?

7.43. Dwa drgania harmoniczne, odbywajace si¢ wzdtuz tej samej prostej, daja wypadkowe drganie o
roOwnaniu: Yy = 53in(a)t +l 6) cm. Wiedzac, ze faza poczatkowa pierwszego z drgan sktadowych jest

roOwna zeru ((om = O), zapisa¢ rownania drgan sktadowych.

7.44. Punkt bierze udziat w dwoch drganiach roéwnoleglych o jednakowych czgstosciach kotowych @,
lecz r6znych amplitudach i réznych fazach poczatkowych. Drgania te opisane sg réwnaniami:
% =A cos(at+¢), X, =A,cos(at+p, ). Obliczy¢ amplitude i faze poczatkowa drgania
wypadkowego, jezeli wiadomo, ze drganie wypadkowe jest takze drganiem harmonicznym prostym o
czestosci kotowej rownej czestosciom kotowym drgan sktadowych.

7.45. Ciato o masie m=250g wykonuje drganie harmoniczne ttumione. Wspodtczynnik sprezystosci
k =25N/m, a parametr b=1kg/s. Obliczy¢:
a) okres drgan ttumionych. Poréwnac ten okres drgan z okresem drgan nietumionych oscylatora,

b) czas, w jakim amplituda zmaleje do potowy wartosci poczatkowe;j,
C) czas, w ktorym energia catkowita zmaleje do potowy wartosci poczatkowe;.

7.46. Ciato wykonuje ruch drgajacy thumiony. Obliczy¢ ile razy zmniejszy si¢ amplituda tego drgania
po n=10 pelnych wahnieciach, jezeli logarytmiczny dekrement ttumienia A =0,05?

7.47. Doswiadczalnie okre$lono okres drgan thumionych T =25s oraz dekrement logarytmiczny
thumienia A =0,15. Wyprowadzi¢ réwnanie opisujagce wychylenie uktadu z potozenia rownowagi w
funkcji czasu. W momencie t=0 wychylenie ciata z polozenia rownowagi wynosito X, =5cm, a
jego predkos¢ byta rowna zeru.



7.48. lle razy zmniejszy si¢ energia catkowita drgan thumionych wahadta matematycznego o dlugosci
I =70cm po uptywie czasu t =5min, jezeli logarytmiczny dekrement ttumienia wynosi A =0,031?

7.49. Okres drgan niettumionych wahadta wynosi T, =1s. W $§rodowisku tlumigcym amplituda drgan

wahadta w czasie jednego okresu zmniejszyta si¢ 0 10%. O ile zmniejszy si¢ okres drgan ttumionych
wahadta?

7.50. Amplituda drgan tlumionych wahadla zmalata w ciagu czasu t; =1min o polowg. lle razy
amplituda ta zmaleje w czasie t, =3min?

7.51. Rownanie fali okresla zalezno$¢: x=10sin[2z(100t —0.01z)] , gdzie x i z wyrazone s3 w

centymetrach, a czas t w sekundach. Jaka jest amplituda, czesto$¢ kotowa, czestotliwos¢, okres,
predkos¢ fazowa i faza poczatkowa fali?

7.52. Fala ultradzwigkowa, przechodzac ze stali do miedzi, zmienia swoja dtugos¢. Obliczy¢ wzgledna
zmiang dhugosci fali, jezeli fala jest falg podluzng o czgstotliwosci f =1MHz. Moduty Younga i
gestosci dla stali i miedzi wynosza odpowiednio: Y, =220GPa, p, =78gcm?, Y, =130GPa,

pm =90cm=,

7.53. Dwa punkty $rodowiska drgajg w fazach ro6znigcych si¢ o 2n. Udowodnié, ze odleglo$¢ miedzy
tymi punktami rowna jest dlugosci fali.

7.54. W pewnym S$rodowisku rozchodzi si¢ fala podluzna o amplitudzie A=0,5mm i dlugosci
A=8mm. Predkos¢ fali v=1200m/s. Jaka jest maksymalna predkos¢ drgajacych czasteczek
srodowiska?

7.55. W osérodku rozchodzi si¢ z predkoscia v=25m/s fala harmoniczna ptaska o czestotliwosci
f =30Hz. Po uptywie czasu t; =10s od rozpoczecia drgan w zrédle, w odlegtosci z, =50m od
tego zrodla, wychylenie czasteczki os$rodka bylo rowne X, =1cm. Jakie bylo w tym czasie
wychylenie czasteczki osrodka znajdujacej si¢ w odleglosci z, =55m od zrodta fali?

7.56. Obliczy¢ czestotliwos¢ fali mechanicznej w osrodku sprezystym, jezeli roznica faz drgan dwoch
czasteczek osrodka odlegtych od siebie 0 d =10cm wynosi Ap=mn/3, a predkos¢ fazowa fali

v=15m/s.

7.57. Dwie fale harmoniczne plaskie o tej samej czestosci @ poruszajg si¢ w jednym kierunku.
Amplitudy obydwu fal wynosza A, i A,, a ich fazy poczatkowe ¢y, = ¢,, =0. Napisa¢ rownanie fali

wypadkowe]j wiedzac, ze fala wypadkowa jest takze fala harmoniczng ptaska o czgstosci kotowej
rownej czestosciom kotowym fal sktadowych.

7.58. Dwa zrodla emituja fale o tych samych amplitudach, tych samych dtugosciach A =1m i tych
samych fazach poczatkowych. W pewnym punkcie, odleglym o d; =10m od pierwszego zrodta,

czgsteczki Srodowiska drgaja z niezmienng amplitudg, réwng amplitudom kazdego z ciggdéw fal. Co
mozna powiedzie¢ o odlegtosci d, tego punktu od drugiego zrodta fal?

7.59. Biegngce naprzeciwko siebie fale o predkosciach v=400 m/s i czestotliwo$ciach f =200 Hz
utworzyly fale stojaca. Jaka jest odleglos¢ miedzy sgsiednimi weztami powstatej fali?



7.60. Na napietej strunie wytworzyta si¢ fala stojaca. Odlegtos¢ od punku P, w ktorym amplituda
drgan wynosi A=1cm, od sasiednich punktéw o takiej samej amplitudzie wynosi: |; =2cm-w lewa
strong, i |, =5cm - w prawa strong. Jaka jest dlugo$c¢ tej fali stojacej oraz jej amplituda w strzalce?

7.61. Falg stojaca opisuje rownanie: x(z,t)=0,04cos(57z)cos(407t), gdzie wielkosci x, z i t
wyrazone s3 odpowiednio w metrach i sekundach.

a) Okresli¢ potozenie wszystkich strzatek w obszarze 0<z<12m.

b) Z jaka czestotliwoscig drga kazdy punkt srodowiska?

€) Napisa¢ rownania fal sktadowych, ktore naktadajac si¢ utworzyty omawiang fale stojaca.

7.62. Fala dzwickowa wpadajac do pototwartej rury o dtugosci | =90cm naktada si¢ na fale odbitg od

jej zamknigtego konca, co prowadzi do powstania fali stojacej. Jaka jest czestotliwos¢ fali, jezeli w
wyniku interferencji, w obrebie rury, powstata fala stojaca o n=5 strzalkach i takiej samej liczbie
weztow? Jaka jest relacja miedzy odlegloscig dzielaca sasiadujace strzatki fali stojacej, a dlugoscia
fali? Napisa¢ rownanie powstatej fali stojacej pamigtajac, ze fala odbijajac si¢ od denka rury zmienia
w stosunku do fali padajgcej swoja faze o n ? Predko$¢ dzwicku w powietrzu v=330m/s.

7.63. Przy pomocy poOtotwartej rury o dlugosci 1=90cm mozna wygenerowaé dzwick o
czestotliwosci f =275Hz. Jaka liczba weztow 1 jaka liczba strzalek powstaje w rurze przy
wytwarzaniu dzwicku o takiej czestotliwosci? Predkosé¢ dzwicku w powietrzu v=330m/s.



