5. Dynamika bryly sztywnej
Moment sily, moment pedu i moment bezwladnoSci

Aby spowodowac ruch postgpowy, konieczne jest przylozenie do ciala sity. Aby wprawi¢ bryte w
ruch obrotowy wokot osi lub punktu, niezbgdne jest przytozenie momentu sity:

M=FxF, M=rFsinp=rF,. (5.1)

Warunkiem koniecznym wprowadzenia bryty sztywnej w ruch obrotowy jest istnienie w ptaszczyznie
obrotu niezerowej sktadowej F, sity F (Rys. 5.1.).

Rys. 5.1. Tlustracja do definicji momentu sity. Moment sity jest prostopadly do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory F i
=

Predkos$¢ ruchu obrotowego scharakteryzowana jest wektorem predkosci katowej @ . Wektor ten,
podobnie jak kazdy inny wektor, ma trzy przestrzenne skladowe, co oznacza, ze dowolny ruch
obrotowy mozna roztozy¢ na trzy niezalezne obroty wokot osi X, Y,z

. o, o (5.2)

Rys. 5.2. Ilustracja predkosci katowej i momentu pgdu bryly w ruchu obrotowym wokot osi

Moment pgdu bryty obracajacej si¢ wokot osi wynosi:

L=1&. (5.3)



W powyzszym wyrazeniu | jest momentem bezwladnos$ci bryly wzgledem osi obrotu okreslonym
przez wyrazenie:

| =J.r2dm, (54)

gdzie m oznacza mas¢ bryly, a dm jest elementem masy oddalonym od osi obrotu o r. Momenty
bezwladnosci dla niektorych bryt podano na Rys. 5.3.

I:%m(r2+R2) l=—m

Rys. 5.3. Momenty bezwtadnosci niektorych bryt obliczone wzgledem osi przechodzacych przez ich §rodki mas (linie
przerywane)

Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

Dla ruchu obrotowego, druga zasada dynamiki przyjmuje postac:
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Jezeli bryla nie zmienia geometrii, to przytozenie momentu sity wprawia bryle w ruch obrotowy
jednostajnie przyspieszony. Jezeli na bryle sztywna nie dziala Zzaden moment sily, to bryla si¢ nie
obraca lub obraca si¢ ruchem obrotowym ze statg predkoscia katowa @, co oznacza migdzy innymi,
ze podczas obrotu o$ obrotu nie zmienia swojej orientacji w przestrzeni. Jezeli na bryte nie dziata
moment sity, a bryta moze w trakcie obrotu zmieniaé¢ geometrie, to iloczyn l@ = const.

Energia kinetyczna ruchu obrotowego

Energia kinetyczna ruchu obrotowego wokot ustalonej osi wynosi:
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie to pozwala obliczy¢ moment bezwladnosci |, bryly wzgledem okreslonej osi O,
jezeli znamy moment bezwladnosci ciala |4 wzgledem osi do niej rownoleglej i przechodzacej przez
srodek masy S bryty:

lo =1g +md?, (5.7)
gdzie d jest odlegtoscig migdzy osiami, a m jest masa bryly (Rys.5.4).

S

Rys. 5.4. llustracja do twierdzenia Steinera

Réwnowaga statyczna ukladu

Warunki statycznej rownowagi uktadu mechanicznego wynikaja z zasad dynamiki. Warunkiem
koniecznym réwnowagi statycznej jest rownowazenie si¢ wszystkich sit IEi dziatajacych na uktad - z
uwzglednieniem sit zewnetrznych i sit reakc;ji:

> F =0, i=12..n. (5:8)
i=1

Jezeli warunek ten nie bedzie spelniony, uktad dozna przemieszczenia z pewnym przyspieszeniem. Z
rownania (5.8) wynika, ze rownowaga wszystkich sit musi zachodzi¢ na kazdym kierunku
przestrzennym X,y,z:

YF.-0, YF, -0, YF-o0. (5.9)

Warunek (5.8) nie zawsze jednoznacznie wyznacza rownowage statyczng ukladu. Czasami sity
roOwnowazg si¢, ale tworzg wypadkowa parg sit, ktéra mogtaby nada¢ uktadowi pewien ruch obrotowy.
Warunkiem przeciwdziatajagcym takiemu ruchowi jest rownowazenie si¢ wszystkich momentéw sit

M,:

n
M, =0, i=12..n. (5.10)

i=1

Warunek (5.10) rownowazny jest trzem zapisom skalarnym:



ZMixzo, Zn:Miyzo, ZMizzo. (5.11)

W statyce, wybdr punktu przestrzeni lub osi, wzgledem ktoérej sumujemy momenty sil, nie ma
znaczenia. Zwykle punkt lub o$, wzgledem ktorej sumujemy momenty, dobieramy tak, aby uproscic
rachunki.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to by uktad byl w rownowadze statycznej jest wigc
réwnowazenie si¢ wszystkich sit oraz wszystkich momentow sit dziatajacych na uktad. Przyktady 5.2 i
5.3 ilustrujg odpowiednio sytuacje, w ktorych wystarczy uwzglednié¢ tylko pierwszy z warunkoéw oraz
sytuacje, w ktorej wymagane jest uwzglednienie obydwu warunkéw réwnowagi jednocze$nie.

Przyklady

Przyklad 5.1. Przez podwieszony do sufitu bloczek o masie m=0,2 kg przerzucono nierozciagliwa
ni¢, na koncach ktorej zawieszono odwazniki o masach m, =2kg i m, =5kg. Obliczy¢

przyspieszenie odwaznikow, naciagi nici z obu stron bloczka oraz napr¢zenie pomiedzy bloczkiem i
sufitem.

Rozwigzanie:
Zadanie mozna rozwigza¢ dwoma sposobami: stosujac wprost do poszczegolnych elementow

uktadu druga zasad¢ dynamiki lub wykorzystujac do uktadu, jako calosci, zasad¢ zachowania energii
mechanicznej.
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Sposob pierwszy - z wykorzystaniem drugiej zasady dynamiki.

Na mas¢ m, dziataja dwie sily: sita cigzkosci o wartosci m,g oraz przeciwnie do niej skierowana
sita naciagu nici o wartosci N; >m,g. Odwaznik o masie m, bedzie si¢ wigc poruszal do gory z
przyspieszeniem a wynikajacym z drugiej zasady dynamiki dla ruchu postepowego:

F,=N,-mg=ma.
Cigzar drugiego odwaznika m,g jest wigkszy od naciaggu N, doczepionej do niego nici. Ni¢ jest

nierozciggliwa, wigc warto$¢ przyspieszenia a, z jakim opada ten odwaznik jest taka sama jak dla
pierwszego odwaznika, a jego ruch opisuje rownanie:



F,=m,g—-N,=m,a.

Bloczek obraca si¢ ruchem obrotowym jednostajnie przyspieszonym pod wplywem wypadkowego,
niezerowego momentu sity M wynikajacego z istnienia r6znych warto$ci naciggéw obydwu koncow
nici. Ruch bloczka odbywa si¢ zgodnie z druga zasada dynamiki, ktéra w odniesieniu do ruchu
obrotowego ma postac:

M =(N, -N;R=1¢,

gdzie R jest promieniem bloczka, 1 =0,5mR? - jego momentem bezwladnosci, a & - przyspieszeniem
katowym, zwigzanym z przyspieszeniem liniowym a za posrednictwem relacji e=a/R.
Uwzgledniajac powyzsze uwagi zapisujemy ostatnie rOwnanie w postaci:

1
N, - N, =Ema.

Ruch poszczegolnych elementow ukladu opisany zostal za posrednictwem trzech roOwnan z trzema
niewiadomymi: a, N;, N, . Po prostych przeksztalceniach otrzymamy:

m, —m
a= 2~ g,

1
My + M+ m

1
2m, +—-m
2 2 1

N1=m1(9+a)=m1—19:
m, +m, +om

1
2ml+§m
N, =m2(g—a)=m2—l g.
My My + 2 m

Naprezenie zawiesia pomiedzy bloczkiem, a sufitem wyznacza rownanie:

4m;m, +§(m1+m2)m+1m2
N=N;+N,+mg= 2 1 2 g.
M, M, +om

Podstawiajac  dane liczbowe znajdziemy: a=4,15m/s?, N, =27,92N, N, =28,30N,
N =58,20N.

Sposéb drugi - z wykorzystaniem zasady zachowania energii mechanicznej.

Przyjmijmy, ze uktad w momencie t, =0 byl w stanie spoczynku, gdy srodki mas obu cigzarkow

znajdowaly si¢ na tym samym poziomie ,,zerowym”, ktéremu z zalozenia przypisana jest zerowa
energia potencjalna. Po uplywie pewnego czasu t, lzejszy i cigzszy cigzarek przesunal sig¢



o . 1 . y
odpowiednio do gory i w dot na tg samg odlegtos¢ h =Eat2 uzyskujac tg sama predkos¢ v=at.
Calkowita zmiana energii potencjalnej ukladu w rozwazanym przedziale czasu wyniosta

V2

AV =m,gh—m,gh=(m, -m,) o

W tym samym przedziale czasu wzrost energii kinetycznej wynidst

AT:lmlv2 +lm2v2 Lo,
2 2 2

gdzie 1=05mR? jest momentem bezwladnosci bloczka, a w=v/R jego predkoscia katowa. Z
warunku AT + AV =0, wynikajacego z zasady zachowania energii, otrzymamy rownanie:

2 2
1 , 1 , 1(1 LYV %
—mv +-myv +=—|=mR° | —| +(m —-m,)g—=0.
5 5> M2 2[2 )(Rj (m, 2)92a

Rozwigzaniem tego rOwnania jest przyspieszenie a o wartosci identycznej z warto$cia przyspieszenia
otrzymanego pierwszym sposobem:

m, —m

1
My +mMy +om

Przyklad 5.2. Jednorodna, sztywna belka o dlugosci L=15m i cigzarze Q=400N wisi na dwoch
linach zaczepionych do jej koncow. Dwa pozostate konce lin podczepione sg do wspdlnego zawiesia.
Dlugos¢ kazdej z lin wynosi |=14m. Obliczy¢ naprezenia lin zakladajac, Zze ich ciezar jest
nieporownywalnie mniejszy od cigzaru belki.

Rozwigzanie:
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Na uklad dzialaja napr¢zenia nici N,, N, oraz ci¢zar belki (j . Warunek réwnowagi Statycznej
(5.8) przyjmie postac:

Q+N, +N, =0.
Warunek ten rownowazny jest dwom zapisom skalarnym (5.9):

0+ le _NZX:O’
-Q+N;, +N,, =0.

Z pierwszego rownania wynika, ze N;, = N,, = N, . Z symetrii zagadnienia oraz z drugiego rownania
wynika, ze N;, =N,, =N, =Q/2. Napr¢zZenia lin musza wigc by¢ takie same: N; =N, =N. Z
podobienstwa odpowiednich trojkatow (rysunek) wynika ponadto proporcja:

N, 12-(L/2)

N |

Podstawiajac w powyzszym rownaniu N, =Q/2 znajdziemy:

N = _o :
Val? -2
Uwzgledniajac dane liczbowe otrzymamy: N, =N, =N =236,85N.
Przyklad 5.3. Jednorodna, metalowa belka o dtugosci L=5m i masie m=100kg spoczywa na
dwoch podporach. Punkty podparcia belki znajdujg si¢: jeden na jednym jej koncu, a drugi w

odlegtosci 1 =1,5m od jej drugiego konca. Obliczy¢ reakcje podpor.

Rozwigzanie:
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Na uktad dzialajg sity: cigezar belki Q oraz reakcje podpor Ifl i If2 . Warunek rownowagi sit (5.8)
ma postac:

Q+F +F,=0.

Poniewaz brak jest sktadowych sit wzdtuz osi X oraz y, wigc rGwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci
jednego rownania skalarnego odniesionego do kierunku z:



-Q+F +F,=0.
Jest to rownanie z dwoma niewiadomymi: F, i F,. Warunek ten jak wida¢ nie wystarcza do
znalezienia reakcji podpor. Aby znalez¢ drugie rownanie, korzystamy z warunku (5.10) rownowazenia

si¢ wszystkich momentéw sit dziatajacych na uktad:

Mo +Mg +Mg =0
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Jezeli przyjmiemy, ze punkt, wzgledem ktorego liczymy momenty sit znajduje si¢ w $rodku ciezkos$ci
S belki, to moment sity Cj bedzie réwny zeru, a momenty sit Ifl i If2 beda odpowiednio roéwne:

Ma=F1Xﬁ1=f1F15i”¢’J=—§FJ, (@, =270, r1=§),

Warunek rownowazenia si¢ momentow sit przyjmie wigc postac:
L L
-—F +|=-1|F, =0.
sRe 51

Powyzsze rownanie jest drugim - brakujagcym réwnaniem pozwalajagcym na obliczenie reakcji podpor.
Po prostych przeksztatceniach otrzymamy:

2(L-1)
Uwzgledniajac dane liczbowe znajdziemy: F, =2857N, F, =7143N . Mozna sprawdzi¢, ze rezultat
ten pozostanie bez zmian, jezeli momenty sit bedg liczone wzgledem innego, dowolnie wybranego
punktu odniesienia.

Zadania

5.1. Obliczy¢ energie kinetyczng kuli o masie m=500g i promieniu r=10cm wirujgcg z
czestotliwoscia f =3obr/s.



5.2. Obliczy¢ prace, jaka nalezy wykonaé, aby koto zamachowe o masie m=30Kkg i promieniu
r =40cm rozpedzi¢ tak, aby wykonywato n =60 obrotow na minute?

5.3. Kolo zamachowe o momencie bezwladnosci | =50kgm? obraca si¢ z predkoscia katowa
w=30rad/s. Obliczy¢ moment hamujacy M , pod ktérego dziataniem koto zamachowe zatrzymuje
si¢ po uptywie czasu t =25s.

5.4. Rura i jednorodny walec o takich samych masach m=2Kkg tocza si¢ bez poslizgu z jednakowa
predkoscia liniowa V. Znalez¢ energi¢ kinetyczng T, walca, jezeli energia Kinetyczna rury wynosi
T, =150J.

5.5. Na krzesle obracajacym si¢ z czestotliwoscia f =0,75Hz siedzi cztowiek i trzyma w
wyciagnigtych rekach hantle o masie m=10kg kazda. Odlegtos¢ hantli do osi obrotu wynosi
r=0,7 m. Jaka bedzie czestotliwosé obrotow krzesta, jezeli cztowiek przyciggnie hantle na odlegtosc¢
d =40cm od osi obrotu? Sumaryczny moment bezwtadnosci cztowieka z wyciggnigtymi ramionami i

krzesta wzgledem osi obrotu wynosi | =25kgm?. Moment bezwladnosci cztowieka z
podkurczonymi ramionami i krzesta jest o 10% mniejszy.

5.6. Na s$rodku tarczy o masie m=50kg i promieniu r=25m, wirujacej z czgstotliwoscia
fo =1Hz dokota osi przechodzacej przez jej srodek, znajduje si¢ cztowiek o masie m=75kg. Jak
zmieni si¢ czestotliwo$¢ obrotow tarczy, gdy czlowiek przejdzie na jej skraj?

5.7. Jak zmieni si¢ energia kinetyczna wahadla Oberbecka, jezeli zwiekszymy w nim dwukrotnie
odlegltos$¢ mas od osi obrotu i jednoczesnie zwigkszymy dwa razy jego predkos¢ katowa?

5.8. W gore réwni pochylej, o kacie nachylenia a =30°, wtacza si¢ walec, ktory u podstawy réwni
miat predkos¢ v=7m/s. Obliczy¢ droge, ktora pokona walec do momentu zatrzymania sie.

5.9. Z réwni pochytej o wysokosci h stacza si¢ bez poslizgu jednorodna kula o masie m i promieniu
r . Jakg predkos$¢ osiagnie kula u podstawy rowni?

5.10. Na szczycie réwni pochylej o dtugosci |, nachylonej do poziomu pod katem o, znajduje si¢
jednorodny walec, ktory zostal swobodnie puszczony. Jaka predko$é uzyska $rodek masy walca u
podndza rowni?

5.11. Jaki warunek musi spetnia¢ wspotczynnik tarcia u, aby jednorodny walec mogt staczaé si¢ bez
poslizgu po réwni pochytej tworzacej z poziomem kat o =30°?

5.12. Kula o promieniu r=10cm obraca si¢ wokol poziomej osi z predkoscig katowa
o =600rad/min . Kule opuszczono na ptaszczyzne poziomg. Po jakim czasie kula zacznie sie toczy¢
bez poslizgu? Obliczy¢ predkosé toczenia sig. Wspotezynnik tarcia poslizgowego pomigdzy walcem i
ptaszczyzng wynosi p=0,1.



5.13. Walec o promieniu r=20cm pchnigto z predkoscig v=10m/s. Po jakim czasie walec zacznie
si¢ toczy¢ bez poslizgu? Obliczy¢ predko$¢ toczenia si¢ walca. Wspodtczynnik tarcia poslizgowego
pomiedzy walcem i ptaszczyzng wynosi x#=0,1.

5.14. Na szczycie rowni pochylej o kacie nachylenia o =30° i wysoko$ci h=1m znajduja si¢ walec i
rura o jednakowych masach m=20kg i promieniach r=50cm. Oblicz warto$¢ sity tarcia i
przyspieszenie kazdego z ciat w przypadku, gdy:

a) staczajg si¢ one bez poslizgu,

b) zsuwaja si¢ bez tarcia.
Jaki jest stosunek ich predkosci na koncu rowni, gdy staczaly si¢ bez poslizgu?

5.15. Z réwni pochylej o kacie nachylenia « =35° stacza si¢ bez po$lizgu jednorodny walec oraz
cienko$cienna rura. Masy i1 promienie walca oraz rury sg takie same i odpowiednio wynosza
m=0,5kg i r=20cm. W jakiej odlegtosci od siebie znajdowaty si¢ poczatkowo ich osie, jesli po
czasie t = 3s nastapito ich zderzenie?

5.16. Na jednorodny walec o gestosci p=4g/cm®, promieniu r=5cm i wysokosci h=10cm
dzialajg sity tak, jak to przedstawiono na rysunku. Jakie jest przyspieszenie liniowe i katowe tego
walca? W ktorag strong bedzie si¢ walec przesuwal, a w ktorg obracal? Dane: F, =1N, F,=2N,

F,=2N, a=30°.

5.17. Z jakim przyspieszeniem liniowym oraz katowym porusza si¢ walec o masie m=5Kkg i
promieniu r =50cm ? Miejsca przytozenia sit oraz ich kierunek dziatania pokazuje rysunek. Warto$ci
sitwynosza: F, =1N, F, =2N, F;,=3N, F, =4 N.

5.18. Czy istnieje sita, ktora przylozona w potowie promienia walca z poprzedniego zadania
spowoduje, ze walec bedzie si¢ znajdowal w spoczynku? Jaka bytaby warto$¢ takiej sity, kierunek
dziatania, zwrot i punkt przylozenia?



5.19. Na swobodny krazek, oprocz sit przedstawionych na rysunku, dziata w punkcie A nieznana sita
F,. Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe krazka, wiedzac, ze krazek nie porusza si¢ ruchem
postepowym.

5.20. Na jednorodny walec o promieniu r=10cm i masie m=100g, osadzony na poziomej OSi

obrotu przechodzacej przez o$ walca, nawinicto niewazka i nierozciagliwa ni¢, do ktorej przyczepiono
ciato o masie m=0,5kg. Obliczy¢ przyspieszenie katowe walca oraz sit¢ naciggu nici.

5.21. Koto zamachowe osadzono na wale o promieniu r =20cm. Uklad ten ma wzgledem osi walu
moment bezwladnosci | =20kgm?. Na wal nawinicto line, na ktorej zawieszono cialo o masie
m=5kg. Pod wptywem wlasnego ci¢zaru cialo to zaczyna si¢ poruszaé obracajac wat. Jaka droge
przebedzie to cialo w czasie t =1min ?

5.22. Krazek Maxwella sklada si¢ z jednorodnego krazka o promieniu R=10cm i masie
M =30dkg, osadzonego na osi 0 promieniu r=5cm i masie m=10dkg. Na o$ nawinicte sa

przyczepione do sufitu nici, utrzymujgce o§ w potozeniu poziomym. Z jakim przyspieszeniem bedzie
si¢ poruszat krazek Maxwella?

e s

5.23. Na cienkiej osi, o zaniedbywalnej masie, znajduja si¢ dwa dyski obciazone cigzarkami. Obliczy¢
przyspieszenie katowe osi oraz przyspieszenie liniowe kazdego z ci¢zarkow. Masy i promienie
dyskow: M, =4kg, Mz =6Kkg, R, =8cm, Rz =10cm. Masy cigzarkow: m, =6 kg, mg =5Kkg.
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5.24. Jeden koniec linki zostal nawini¢ty na bloczek o promieniu r=25cm, a do drugiego
przyczepiono cigzarek o masie m=2Kkg. Jaki jest moment bezwladnosci bloczka, jezeli w czasie

t =3s od rozpoczecia ruchu, cigzarek przebyt droge S=1m?

% e

5.25. Kotowrét o momencie bezwtadnosci | =1kgm? sktada si¢ z dwéch krazkéw o promieniach
r,=10cm oraz r, =20cm. Na krazki nawini¢to w przeciwnych kierunkach dwie linki, a do ich
koncoéw przyczepiono jednakowe odwazniki o masach m=1kg. Obliczy¢ przyspieszenie katowe
kotowrotu oraz naprezenia linek.

5.26. Na jednorodny walec o masie m=0,5kg i promieniu r=15cm nawini¢to ni¢ o dlugosci
| =5m, ktorej wolny koniec przytwierdzono do sufitu. Walec ,,odkreca” si¢ od nici pod wptywem
wlasnego ci¢zaru. Znalez¢ przyspieszenie i sile naciggu nici oraz predkos¢ katowa walca po
rozwinigciu si¢ Nici.

5.27. Na walec 0 masie m=2Kkg nawinieto dwie pary nitek. Jedna z nich, doczepiona do sufitu,
podtrzymuje walec w poziomie. Do drugiej pary przymocowano ci¢zarek o masie M =1kg. Obliczy¢
przyspieszenie liniowe krazka.




5.28. ,Jo0jo” jest zabawka skladajaca si¢ z dwoch dyskow przytwierdzonych centralnie po
przeciwnych stronach wspolnej osi. Na osi, pomiedzy dyskami, nawinigta jest ni¢ umozliwiajaca
podtrzymywanie zabawki. Dwie jednakowe takie zabawki potaczono tak, jak na rysunku. Obliczy¢
przyspieszenie, z jakim porusza si¢ kazda z nich, jezeli ich masa wynosi m=20g, moment

bezwhadnosci | =1kgm?, a promien osi r=1cm.

5.29. Ni¢, nawinigta na szpule o masie M i momencie bezwtadnosci |, ciaggniemy z sita F
skierowang pod katem « do poziomu. W ktorg strong i z jakim przyspieszeniem porusza si¢ szpula?
Ile wynosi sita tarcia szpuli o podtoze? Przy jakiej wartosci sity F szpula bedzie si¢ $lizga¢ po stole?
Promien zewngtrzny i wewnetrzny szpuli wynosi odpowiednio R i r. Wspotczynnik tarcia szpuli o
podtoze wynosi p.
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5.30. Przez bloczek znajdujacy si¢ na rogu stotu przerzucono linke, ktérej konce zaczepiono do
cigzarka o masie m=6Kkg oraz osi, ktora przechodzi przez $rodek kuli o0 masie M =10kg. Obliczy¢

przyspieszenie liniowe ciezarka i kuli, jesli wiadomo, ze kula toczy si¢ po stole bez poslizgu.

m

5.31. Przez znajdujacy si¢ na rogu stotu bloczek o masie m=0,7kg i promieniu r=7cm
przerzucono linke, ktorej konce zaczepiono do cigzarka o masie m, =3kg oraz klocka o masie
m, =7kg. Obliczy¢ przyspieszenie liniowe uktadu mas, jesli wiadomo, ze wspotczynnik tarcia
migdzy masa m,, a stotem wynosi ©=0,2. Jaka jest graniczna warto$¢ wspotczynnika u, powyzej
ktorej uktad przestanie si¢ swobodnie przemieszczac?

m, m




5.32. Deska 0 masie M i dlugosci 1 =3m moze si¢ obraca¢ swobodnie wokoét osi przechodzacej
przez jej gorny koniec. Pocisk o0 masie m<< M, lecac poziomo z predkoscia v, uderza w deske i
pozostaje w niej. W jakiej odlegtosci d od osi obrotu powinien uderzy¢ pocisk, aby w momencie jego
uderzenia w deske, na jej zawieszenie nie zadziatata sita reakcji?
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5.33. Student o masie m=75kg wskakuje z predkoscia v, =3 m/s na koniec waskiej deski o masie
m=75Kkg i dtugosci | =5m, prostopadle do jej dtugosci. Jaka bedzie pr¢dkos¢ ruchu postepowego
oraz obrotowego, z jakimi deska wraz ze studentem bedzie si¢ poruszata? Pomiedzy deska i podtozem
nie wystepujg sity tarcia.

5.34. Ciato o masie m=2Kkg zsuwa si¢ bez tarcia z wysokosci h=10cm i uderza w pre¢t o masie
M =5kg i dlugosci | =50cm, przyklejajac si¢ do niego. Obliczy¢ kat ¢, o jaki obroci sig¢ pret wokot
punktu zamocowania w wyniku tego zderzenia.

~
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5.35. Obliczy¢ moment bezwladno$ci jednorodnego preta o dlugosci | i gestosci liniowej A
wzgledem osi do niego prostopadtej i przechodzacej w odleglosci a od jednego z jego koncow.
Obliczy¢ roéwniez moment bezwladnosci tego preta wzgledem osi prostopadiej do preta i
przechodzacej przez jego $rodek masy. Sprawdzi¢ twierdzenie Steinera.
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5.36. Obliczy¢ moment bezwladnosci wzgledem osi symetrii prostopadtej do jednorodnej tarczy
stalowej o $rednicy D=20cm i masie m=250g, w ktorej centralniec wycieto otwor o Srednicy

d=1cm.



5.37. Jaki jest moment bezwladno$ci prostokatnej ptytki o masie m i bokach a=20cm i b=30cm
wzgledem osi:

a) prostopadtej do ptaszczyzny ptytki i przechodzacej przez punkt: A, B lub C,

b) rownoleglej do boku a i przechodzacej przez punkt A lub C ?

C

5.38. Obliczy¢ moment bezwtadnosci bryty o masie m=125g i wymiarach: hy =1,2c¢m, h, =35cm,
d, =30cm i d, =2,5cm, wzgledem osi pokrywajacej si¢ z jego osia symetrii.

5.39. Obliczy¢ moment bezwtadnosci wahadla rewersyjnego wzgledem osi 1 BERRREEE
prostopadtej do prgta 1 przechodzacej przez punkt zawieszenia wahadta.
Wahadto sktada si¢ z preta o masie m=0,5kg, promieniu r=05cm i B 1

dtugosci 1 =1,5m oraz dwoch identycznych soczewek w ksztalcie walcow X
o masie M =1kg, promieniu R=10cm i wysokosci H =2cm kazda. Pret || 3
zawieszony jest w 1/5 swojej dlugosci. Jedna soczewka znajduje si¢ w
odlegloéci x; =10cm ponad punktem zawieszenia preta, a druga w

odlegtosci x, =70cm ponizej tego punktu.

5.40. Na dwoéch sworzniach zawieszony jest poziomo drazek o dtugosci l M
|=0,8m i masie m=0,4kg. W pewnej chwili jeden ze sworzni ulegt H I x-Y

zerwaniu i drazek zaczat obraca¢ si¢ wokol drugiego sworznia. Obliczy¢ f P
poczatkowe przyspieszenie katowe drazka. R

g |
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5.41. Na dwoch sworzniach zawieszona jest metalowa ptyta o wysokosci h=0,4m, szerokosci
I =0,8m i masie m=4kg. W pewnej chwili jeden ze sworzni ulegt zerwaniu i ptyta zaczeta obracaé
si¢ wokot drugiego sworznia. Obliczy¢ poczatkowe przyspieszenie katowe plyty.
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5.42. Wypadkowa trzech sit dziatajacych na punkt P jest rowna zeru. Wyznaczy¢ wartos¢ i kierunek
sity F5, jezeli sita F, =100N jest pozioma i skierowana w prawo, a pionowa sita F, =200N
skierowana jest w dot.

5.43. Lina o dlugosci | lezy na stole czg$ciowo zwisajac. Przy jakiej dtugosci h zwisajacego odcinka,
lina nie zeslizgnie si¢ ze stotu? Wspolczynnik tarcia liny o stot wynosi g ?

5.44. Klocek o masie m=5kg znajduje si¢ na rowni o kacie nachylenia a=60°. Jakg sila

prostopadta do réwni nalezy go przycisna¢, aby pozostawal w spoczynku? Wspodtczynnik tarcia
pomigdzy rownig a klockiem wynosi ¢ =0,1.

5.45. Jaki nacisk wywierajg na podloze poszczegédlne kota samochodu o masie M =1200kg, jezeli
odlegto$¢ pomiedzy osiami wynosi |=3m, a $rodek masy samochodu znajduje si¢ na jego osi
podtuznej w odleglosci x=1,2 m za osig przednig?

5.46. Aby wyciagna¢ samochod, ktory ugrzazt w zaspie $nieznej, kierowca przewiazat ling o dtugosci
I =10,5m pomigdzy samochodem, a odlegtym o d =10m przydroznym drzewem. Jaka sita dziatata
na samochdd, kiedy kierowca uchwycil ling w polowie jej dlugosci i naprezyt w kierunku
prostopadtym do linii samochdd - drzewo z sitg F =500N ?

5.47. Cigzar o masie m=50kg zawieszono na dwoch linach tworzacych z poziomem katy o =30° i
f =45°. Wyznaczy¢ sily naprezajace liny.
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5.48. Obliczy¢ minimalng i maksymalng warto$¢ masy m, aby uklad pokazany na rysunku pozostawat
nieruchomy. Rownia o kacie nachylenia a przymocowana jest do podloza. Wspoélczynnik tarcia
miegdzy ciatem 0 masie M , a powierzchnig rowni wynosi g .

5.49. Cigzarek zwazono na wadze o niejednakowej dlugoséci ramion. Gdy spoczywal on na pierwszej
szalce, cigzar odwaznikow na drugiej wynosit Q; =1,2 N . Po przelozeniu cigzarka na druga szalke, na

szalkg pierwsza trzeba bylo potozy¢ odwazniki o cigzarze Q, =17 N, aby szalki pozostaly w
rownowadze. Jaka jest masa ci¢zarka oraz ktére z ramion wagi jest dluzsze?



5.50. Dwoch robotnikow niesie poziomo drewniang belke o masie m=50kgi dlugoséci | =5m. Jeden
z nich trzyma za koniec belki, a drugi podtrzymuje ja w odlegtosci d =0,5m od przeciwlegltego
konca. Z jaka silg dziata na belke kazdy z robotnikow? Czy naciski te zmienig si¢, jesli nachylenie
belki w trakcie przenoszenie bedzie wynosito o =20°?

5.51. Belka 0 masie M =20kg i dtugosci 1 =2m spoczywa na dwdch podporach. Na belce, w
odlegtosci X od jednej z podpér, znajduje sie ciezar o masie m=2kg. Jak zalezy nacisk wywierany
na poszczegdlne podpory od odlegtosci x? Rozwigzanie przedstawi¢ na wykresie.

5.52. Jednorodna belka o dlugosci 1 =100cm jest podparta w odlegtosci x =35cm od lewego konca.
Aby belka byla w rownowadze, nalezy obcigza¢ ja dodatkowym ci¢zarkiem o masie m=7kg w
odlegtosci d =15cm od jej lewego konca. Jaka jest masa belki?

5.53. Cigzar o masie m=2Kkg zostal zawieszony na 3-metrowej belce o masie M =5kg. Belka
zamocowana jest na dwoch podporach tak, jak to przedstawiono na rysunku. Jakie sity wywierajg te
podpory na belkg?

2m
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5.54. Na dwoch podporach lezy deska o masie m=5Kkg i dlugosci | =5m. Jaki maksymalny ciezar

Cm

mozna polozy¢ w odleglosci x (O <x< I) od lewego kranca deski, aby nie zaczela si¢ ona obracac?
Belka nie moze ulec wykrzywieniu ani ztamaniu.

X
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5.55. Jaki maksymalny ci¢zar mozna polozy¢ na desce z poprzedniego zadania, aby znajdowata si¢
ona w rownowadze, niezaleznie od miejsca gdzie znajduje si¢ ten ci¢zar? Jak zmienia si¢ nacisk na
kazda z podpdr, w zaleznosci od polozenia tego cigzaru? Gdzie nalezy potozy¢ ciezar, aby naciski na
obie podpory byty jednakowe?

5.56. Belka 0 masie m=5Kkg spoczywa na dwoch podporach. Na jednym z jej koncow znajduje sie
cigzar o masie M =20Kkg. Jaki minimalny i jaki maksymalny ci¢zar potozony na drugim z koncow
belki nie spowoduje zachwiania rdwnowagi? Jakie bedg wowczas naciski na podpory?
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5.57. Na koncach jednorodnego prgta o masie m=0,5kg i dlugosci | =2m znajdujg si¢ masy
m, =2kg i m, =5kg. Jaka powinna by¢ warto$¢ i punkt przylozenia dodatkowe;j sity F, aby pret
znajdowat si¢ w rownowadze?

5.58. Na konce belki o masie m=10kg i dlugosci | =4m dziataja pionowe sity F, =20N i
F, =10N. W ktérym punkcie nalezy przylozy¢ dodatkowa sit¢ 1 jaka powinna byc¢ jej wartos¢, aby
belka pozostawata w spoczynku i byta nachylona pod katem « =30° do poziomu?

5.59. Na pret dzialaja dwie sily o tych samych kierunkach, przeciwnych zwrotach i wartosciach
F, =10N oraz F, =5N. Sity te przylozone sa w punktach odlegtych od siebie o0 x=50cm. Jaka
powinna by¢ wartos¢ i punkt przytozenia dodatkowej sity F , aby pret znajdowat sie w rownowadze?
Jak wynik zadania zalezy od kata, jaki tworza sity F, i F, z pretem? Mas¢ preta zaniedbac.

5.60. Deska lezy na platformie tak, ze jeden z jej koncow wystaje poza platforme. Dhugos$¢ tego
wystajacego konca jest rowna 1/4 catkowitej dlugosci deski. Gdy do wystajacego konca deski
przytozono sitg F =1000N, deska zaczela si¢ przechylac. Jaka jest masa deski?

5.61. W rogach prostokatnej ptyty o bokach a=50cm i b=20cm oraz masie m=5Kkg znajduja si¢
cztery kule o masach: m, =1kg, m,=2kg, m,=3kg i m,=4Kkg. Srodki kul znajduja sie
doktadnie w rogach ptyty. W jakim punkcie nalezy podeprze¢ ptyte, aby znajdowala si¢ ona w
rownowadze?

m, m,
b
m, m
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5.62. Metalowy drazek o masie M =0,5kg i dtugosci | =1m zostal zawieszony poziomo na dwoch

réwnolegtych, pionowych dynamometrach spr¢zynowych. Do drazka podwieszony jest cigzarek o
masie m=0,2kg, w odlegtosci a=0,25m od $rodka drgzka. Ile wynoszag wskazania oraz

wspotczynniki sprezystosci kazdego z dynamometrow, jezeli ich sprezyny wydtuzyty si¢ 0 x=10cm?

5.63. Metalowy drazek zostal zawieszony na dwoch roéwnoleglych, pionowych sprezynach o
jednakowej dlugosci. Wspotczynniki sprezystosci tych sprezyn wynosza Kk, =0,2N/m oraz
k, =0,4 N/m, a odlegtos¢ pomigdzy nimi wynosi | =1m. W jakim miejscu drazka nalezy zawiesi¢
dodatkowy cigzar, aby pozostat on poziomy?

5.64. Jeden koniec belki 0 masie m=>5 kg zawieszony jest na przegubie do $ciany. Drugi koniec belki
podtrzymuje lina tak, ze kat pomi¢dzy ling a Sciang wynosi a =30°. Z jaka silg i jak skierowana,
dziata na przegub belka, jezeli srodek masy belki znajduje sie¢ w 1/3 jej dtugosci?

-
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5.65. Kula 0 masie m=10Kkg zostala zawieszona na linkach tak, jak to przedstawiono na rysunku.
Obliczy¢ naprezenia poszczegdlnych linek.

5.66. Do sufitu przymocowany jest na zawiasie pret o masie m=2kg i dtugosci | =1m. Na koncu
preta znajduje si¢ dodatkowy cigzarek o masie M =1kg. Pret jest utrzymywany w potozeniu
odchylonym od poziomu o kat ¢ =30° za pomoca linki zorientowanej pionowo pomig¢dzy koncem
preta a sufitem. Jakie jest naprezenie linki oraz jaka sita wywierana jest na zawias?

el et
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5.67. Pret o dlugosci | i masie m jest przytknigty lewym koncem do $ciany i utrzymywany w pozycji
poziomej przez linke przymocowang do jego prawego konca. Jaka jest minimalna warto$¢
wspotczynnika tarcia pomigdzy $ciang i pretem, przy ktodrej pret pozostanie w spoczynku? W jakiej
odleglosci X od lewego kranca preta mozna wowczas zamocowac dodatkowy ciezarek, aby
niezaleznie od jego masy pret pozostawatl w rownowadze? Linka podtrzymujaca pret tworzy ze Sciang
kat o =60°.

o

O

5.68. Blok 0 masie M =50kg zawieszony jest na koncu belki o masie m=20kg i dlugosci I =5m.
Drugi koniec belki zamocowany jest przegubowo do $ciany w punkcie Q. Dodatkowo, belka jest
podtrzymywana w potowie swojej dlugosci przy pomocy poziomej liny, tworzacej z belka kat
a =30°. Znalez¢ naprezenie liny oraz sity dziatajace na przegub wzdtluz oraz prostopadle do Sciany.
W jakim punkcie $ciany P nalezatoby zawiesi¢ ling i jakg miataby ona dlugos¢, aby jej naprezenie
byto minimalne, przy niezmienionym potozeniu belki? Ile wynositoby to napr¢zenie?
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5.69. Jednorodny pret o masie m=10kgi dlugosci | =2 m przymocowany jest do muru na przegubie.
Do drugiego konca pregta przywiazano, przerzucong przez mur i bloczek linke, na koncu ktorej
znajduje si¢ cigzarek masie M . Jaka powinna by¢ masa cigzarka, aby uktad znajdowat si¢ w
réwnowadze, a pret tworzyt kat « =60° z poziomem? Jak zmieni si¢ energia potencjalna uktadu, jezeli
cigzarek przesunie si¢ w gore lub w dot na odleglos¢ h=10cm? W jakim rodzaju réwnowagi
znajduje si¢ uktad? Odleglos¢ od przegubu do szczytu muru rowna jest dtugosci preta.

R
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5.70. Niewazka i nierozciaggliwa linka o dlugosci | zamocowana jest do sufitu w punkcie A oraz
przerzucona przez bloczek zamocowany w punkcie B. Odlegto$¢ miedzy punktami A i B wynosi
2b . Do swobodnego konca linki przymocowano ci¢zarek o masie m. Identyczny ci¢zarek zawieszono
na lince przy pomocy swobodnego, niewazkiego bloczka, tak jak to pokazano na rysunku. Jak zalezy
energia potencjalna uktadu od odlegtosci y ? Ile powinna wynosi¢ ta odlegtos¢, aby uktad znajdowat
si¢ w rownowadze? Jaki to rodzaj rownowagi?
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5.71. Pret o dlugosci I=1m i masie m utrzymywany jest w pozycji pionowej przez linke
przymocowang do jego gornego konca oraz przez przylozong na wysokosci h i prostopadia do preta
site¢ F . Jaka jest minimalna wysoko$¢ h, przy ktorej dowolnie duza wartos¢ sity F nie spowoduje
wytracenia preta z potozenia rownowagi? Kat miedzy linka, a podtozem ¢ =60°. Wspolczynnik tarcia
pomiedzy pretem, a podtozem ¢ =0,4.
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5.72. Drzwi o szeroko$ci d =85cm, wysokosci h=205cm i masie m=15kg zawieszone sg na
zawiasach znajdujacych si¢ w odlegtosci x =25cm od ich gornej i dolnej krawedzi. Jakie sg pionowe

i poziome sktadowe sit dziatajacych na zawiasy? Przyjaé, ze wartosci sit dziatajacych na oba zawiasy
sg takie same.



5.73. Na stole stoi klocek 0 masie m=0,5kg, wysokosci h=30cm, dtugosci d =10cm i szerokosci
I=5cm. Na klocek dziata sita F przytlozona na wysoko$ci y i w potowie jego szerokosci.
Wspotczynnik tarcia klocka o podloze u=0,25. Jak zalezy warto$¢ sily potrzebnej do poruszenia

klocka od wysoko$ci, na jakiej ta sita dziata? Kiedy bedzie to obrdt, a kiedy przesunigcie?
Rozwiazanie przedstaw na wykresie.
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5.74. Szafka o wysokosci h=1m, glebokosci d =0,60m i masie m=15kg stoi na czterech
nézkach. Po przylozeniu z przodu szafki sity F w potowie jej szerokosci i na wysokosci H =0,75m,
szafka porusza si¢ ruchem jednostajnym. Jaka jest wartos¢ sity przytozonej do szafki oraz jaka sita
dziata na kazda z czterech nozek? Wspolczynnik tarcia pomiedzy ndézkami i podtoga 1 =0,25.

5.75. Drabina 0 masie m opiera si¢ o idealnie gladka $ciane. Srodek ciezkosci drabiny znajduje sie w
potowie jej dlugosci. Znalez¢ graniczy kat ¢ oparcia drabiny o podloge, przy ktorym drabina sig¢
osunie. Wspotczynnik tarcia drabiny o podtoge x#=0,4.

5.76. O $ciang oparto drabing o masie m=20Kkg. Srodek cigzkosci drabiny znajduje sie w odlegtosci
1/3 jej dtugosci od dolnego konca. Jaka poziomg site F nalezy przytozy¢ do srodka drabiny, aby jej
gorny koniec nie wywieral nacisku na $ciang? Kat pomigdzy drabing a podtozem ¢ =60°.

5.77. Strazak o masie M =75kg ma wej$¢ na drabing o masie m=45Kkg i dtugosci | =12m, ktorej
wierzchotek znajduje sie¢ h=9,3m nad ziemig, a Srodek masy jest w 1/3 jej dtugosci od podstawy. Jak

daleko moze wej$¢ bezpiecznie strazak na drabing, jezeli wspolczynnik tarcia pomigdzy podtozem i
drabing g =0,53? Ile musiatby wynosi¢ wspotczynnik tarcia, aby drabina nie osuneta sie po wejsciu
strazaka na jej szczyt?

5.78. Na gladkiej, pionowej $cianie, na sznurze o dtugosci | =1m, zawieszona jest metalowa kula o
promieniu r=5cm. Jaki nacisk kula wywiera na $cian¢ oraz jakie jest naprezenie sznura? Gestosé

stali wynosi p =7700 kg/m®.



5.79. Na $cianie, na sznurze o dtugosci | =1m, zawieszona jest metalowa kula o promieniu r=5cm.
Jaka jest warto$¢ wspotczynnika tarcia pomiedzy Sciang i kula, jezeli punkt zaczepienia kuli do sznura
znajduje si¢ doktadnie ponad jej $rodkiem? Gesto$é stali wynosi p =7700 kg/m?,

5.80. Pusta beczka o masie m=10kg i promieniu r =0,5m wciagana jest ruchem jednostajnym na
rownie o kacie nachylenia ¢ =30° przy pomocy przywigzanej do niej linki. Na jakiej wysoko$ci nad
réownig znajduje si¢ linka, jezeli jest do niej rownolegta? Wspotczynnik tarcia pomiedzy beczka, a
rownig 4 =0,5.

E

5.81. Z jaka poziomg silg sitg nalezy dziata¢ na o$ kota 0 promieniu r i masie m, aby wciaggnac je na
stopien o wysokosci h? W jakich granicach musi zawiera¢ si¢ h w stosunku do r, aby byto to

mozliwe?
_

5.82. Walec 0 masie m=100kg i promieniu r=20cm trzeba wciggnaé na stopien o wysokosci
h=10cm. Jakg minimalng, zorientowang poziomo sit¢ nalezy przytozy¢ do walca, aby go unie$¢?

Zadanie rozwigza¢ dla czterech roznych punktow zaczepienia tej sity: A,B,C oraz D. Pod jakim
katem nalezy przylozyc¢ sit¢ w punkcie B, aby unies¢ walec z jak najmniejszg sitg? Jaka jest wartos¢
tej sity?

7

5.83. W sytuacjach przedstawionych na rysunkach, znajdujaca si¢ na rowni beczka utrzymywana jest
w stanie rownowagi za pomoca przywigzanego do niej sznura. Ille wynosi minimalna warto$¢
wspotczynnika tarcia pomigdzy beczkg, a podlozem, aby mogla ona znajdowaé si¢ w stanie
rownowagi? Nachylenie roéwni ¢ =30°.

e
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5.84. Na rownie nachylong do poziomu pod katem « potozono skrzynke o masie m=0.5kg,

wysokosci h=30cm, dtugosci d =15¢cm i szeroko$ci |=5cm. Wspotczynnik tarcia pomiedzy
skrzynig i podtozem u=0,3. Opisa¢ zachowanie si¢ skrzyni w zalezno$ci od kata « .

5.85. Na szczycie sferycznej czaszy o promieniu r spoczywa jednorodny szescian o boku a. Co si¢
stanie, jesli szescian wychylimy z tego polozenia o maty kat @ ? Wspdtczynnik tarcia pomigdzy
czasza, a szescianem jest na tyle duzy, ze przeciwdziata zsuwaniu si¢ sze§cianu.



