4. Ped, moment pedu, energia mechaniczna

Zasada zachowania pedu

Jezeli wypadkowa sita F dziatajaca na uktad n punktéw materialnych jest réwna zeru, to
catkowity ped uktadu P pozostaje wielkoscig stata:

'EZ_an:'Ei:anl'fio=0 = 5=an:[3i=const. (4.1)
1= =! =

W zapisie tym Ifi jest calkowity sita dzialajaca na punkt o masie m;, predkosci V; i pedzie p; =m,V;.
Wypadkowa sita F réwna jest sumie sit zewnetrznych IfiO , poniewaz sily wzajemnego
oddziatywania znosza si¢ na mocy trzeciej zasady dynamiki. Zasada zachowania p¢du obowiagzuje
zatem w uktadzie izolowanym, tj. w uktadzie, w ktorym nie ma oddziatywan zewngtrznych oraz w

ukladzie, w ktérym oddzialywania zewnetrzne istnieja, ale si¢ rownowaza. Gdy F =0, zasada
zachowania pedu moze obowigzywaé selektywnie - na wybranym Kkierunku, pod warunkiem, ze na
tym kierunku dziatajace sity si¢ znosza lub nie wystepujg. Wektorowa posta¢ zasady zachowania pedu
réwnowazna jest trzem zapisom skalarnym:

n n n
PX :Z Pix = const, Py = Z piy =const, PZ = Z pi, = const . (42)
=1 i=1 i=1

Réwnania (4.1), (4.2) obowigzuja réwniez dla ciat o skonczonych rozmiarach, jezeli pedy punktéw
materialnych zastapimy pedami srodkéw mas tych cial.

Zasada zachowania momentu pedu

Rys. 4.1. Tlustracja sit centralnych

Jezeli wypadkowy moment sit M dziatajacy na uktad swobodnych punktow materialnych jest
rowny zeru, to catkowity moment pedu (kret) L tego uktadu jest wielkoscig stata:

M=>M;=0 = L=) L =const, (4.3)
i i=1



gdzie I\7Ii oraz I:i jest momentem sity i momentem pedu i-tego punktu:

xF. Li=fxp. (4.4)
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Moment pedu uktadu swobodnych punktéw materialnych pozostaje wielko$cia stata, jezeli spetnione
sg dwa warunki:

e uklad jest izolowany, tj. F,, =0 dla kazdego i,

¢ sily wzajemnego oddziatywania Ifij

dziatania pokrywa si¢ z kierunkiem prostej przechodzacej przez obydwa punkty i oraz j (Rys.
4.1).
Przyktadem sit centralnych sa sity wynikajace z prawa powszechnego cigzenia lub prawa Coulomba.

sg sitami centralnymi, czyli takimi sitami, ktorych kierunek

Zasada zachowania energii mechanicznej

Praca L wykonana przez wypadkows sitg IEW przemieszczajacg punkt materialny wzdtuz drogi
mi¢dzy dwoma punktami P, i P trajektorii rowna jest zmianie energii kinetycznej tego punktu:

L= [F,-ds=T-T,,

(4.5)
Py —>P
gdzie
T=Lmgz=1mv (4.6)
2 2
jest energia kinetyczna punktu.
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Rys. 4.2. llustracja do zasady zachowania energii mechanicznej

Jezeli dla okreslonej sily lf(f) istnieje jednoznaczna funkcja potozenia V =V(F) spetniajgca
warunek:



M Y ) 4.7

'E(F)=—gradv(r):_[av ov av]

to site IE(F) = Ifc (F) nazywamy sita zachowawczg lub konserwatywna, a V (F) jest energia potencjalna
punktu w polozeniu I w polu sity IfC (f) Praca sity konserwatywnej przemieszczajacej obiekt migdzy

punktami P, i P nie zalezy od ksztaltu trajektorii, a réznic¢ energii potencjalnej odniesiona do
obydwu punktow wyraza wzor:

AV =V(F)-V(%)=- [F, ds.

Py —>P

(4.8)

W polu sit konserwatywnych energia potencjalna okre§lona jest z doktadnoscia do statej V(FO ), ktora
dla zdefiniowanego potozenia r, przyjmujemy zwykle, jako rowna zeru. Energia potencjalng w

punkcie P jest wowczas praca, ktora wykonuje pole konserwatywne przemieszczajac punkt
materialny po dowolnej drodze z potozenia P do potozenia P,. W polu sily konserwatywnej

catkowita energia mechaniczna uktadu, rowna sumie energii kinetycznej i energii potencjalnej punktu
w polu tej sily, jest w dowolnym miejscu trajektorii stata:

E=T +V =const. (4.9

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by sita byla zachowawcza, jest zerowanie si¢
wektora rotF :

i
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rotF = (4.10)
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Przyktadem sit zachowawczych sag sity grawitacji oraz sity sprezyste. Zasada zachowania energii
mechanicznej wyrazona réwnaniem (4.9) obowigzuje réwniez w odniesieniu do uktadu punktow
materialnych, jezeli przez T i V wyrazimy odpowiednio sumg energii kinetycznych i potencjalnych
wszystkich punktow uktadu.

Sity niezachowawcze lub niekonserwatywne, to takie sity, ktorych praca zalezy od ksztattu drogi,
po ktorej przemieszczane jest ciato. Przyktadem sit niezachowawczych sg sily tarcia oraz sity oporu.
Praca sit niekonserwatywnych ulega dyssypacji (rozproszeniu), a calkowita energia mechaniczna
izolowanego uktadu maleje.

Zachowanie calkowitej energii
W ogdlnym przypadku, poza sitami konserwatywnymi na uktad moga dodatkowo dziataé sity

zewngtrzne oraz sily niezachowawcze w postaci sit tarcia i oporow. Wypadkowa sita dziatajaca na
uktad przyjmie wowczas postac:

}

F,=F +F, +F, (4.11)

gdzie Ifc, IfZ i lft oznacza odpowiednio wypadkowg site konserwatywna, wypadkowa site zewnetrzna
1 wypadkowg site tarcia i oporéw. Korzystajac z uniwersalnego zapisu (4.5) oraz réwnania (4.8) -
prawdziwego tylko dla sit konserwatywnych, znajdziemy catkowita prac¢ L, wykonana nad uktadem
przez sity zewngetrzne:



L, = jﬁzd§=AT +AV + AU,

z
Py—P

(4.12)

gdzie AT =T —T, oraz AV =V -V, oznaczaja calkowita zmian¢ odpowiednio energii kinetycznej i
potencjalnej uktadu, natomiast AU jest zmiang energii wewnetrznej tego uktadu:

AU=U-U;=- [Rds.

Py,—P

(4.13)

Zmiana energii wewngtrznej, rOwnowazna pracy sit tarcia i oporow, nie jest ujeta w zmianie energii
mechanicznej uktadu. Prace ta w calosci znajdujemy w postaci energii rozproszonej w uktadzie.

Przyklady

Przyklad 4.1. Kula o masie m, =0,5kg, poruszajaca si¢ z predkoscia v, =3m/s, zderza si¢
sprezyscie ze spoczywajaca kula o masie m, =0,3kg. Po zderzeniu kula o masie m, porusza si¢ pod
katem [ =65 wzgledem pierwotnego kierunku przemieszczania si¢ kuli o masie m,. Znalez¢
predkosei u; i u, obydwu kul po zderzeniu oraz kat «, o ktory odchyli si¢ trajektoria kuli o masie
m,.

Rozwigzanie:

Zderzenia kul sg sprezyste, wiec energia kinetyczna uktadu przed zderzeniem kul jest taka sama
jak po zderzeniu:

1 1 1
Emlvl2 =§mlul2 + Emzuz2 :

Poniewaz nie ma oddziatywan zewnetrznych, wiec sumaryczny ped uktadu przed zderzeniem i po
zderzeniu takze pozostaje staly. Zasada zachowania pedu (4.2) odniesiona do kierunkéw X 1 y

przyjmie odpowiednio postac:

m,v, =m,u, cCosa + m,U, Cosf3,
0=m,u, sina —m,u, sin 5.

Wprowadzajac parametr x=m,/m;, otrzymamy uklad trzech réwnan z trzema poszukiwanymi
wielko$ciami u,, U,, o



2 2 2
Uy =v; —&Uy,
u, Cosa =V, — kU, COS f3,
U, sina =xu, sin g .

Pierwsze z réwnan pozostawiamy bez zmian. Pozostale dwa réwnania podnosimy stronami do
kwadratu i dodajemy otrzymujac w wyniku uktad dwoch réwnan postaci:

2 .2 2
uZ =vf —xu?,
uZ =v2 — 2xv,u, cos B + x°us .

Odejmujac otrzymane rownania stronami, znajdujemy rownanie, ktorego rozwigzaniem jest
poszukiwana wartos¢ U,:

U — 2v, cos

2
1+x

Znajomo$¢ U, pozwala juz w prosty sposob obliczy¢ dwie pozostate niewiadome:

\/(1+ x)* —4xcos® B .

U, =4/V2 —&Uj = e 1
sina:xu—zsinﬁz KSin(Zﬁ) :
Uy J@+ ) —4xcos® B

Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymamy: u, =2,73m/s, u, =158 m/s, a =1835°.

Przyklad 4.2. Na punkt materialny o masie m=1kgdziata sita F=[1 2 —3]N. W momencie
t, =5s polozenie punktu oraz jego predko$¢ okreslone byly odpowiednio przez wektory
r =[1 -2 4]m oraz v, =[—1 2 4] m/s. Obliczy¢ moment sity M oraz moment pedu L punktu
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych w momencie t=20s. Sprawdzi¢, ze dla rozwazanego

przypadku spetniona jest druga zasada dynamiki zapisana w postaci: dl/dt=M .
Rozwiazanie:

Punkt porusza si¢ pod wplywem statej sily, wigc jego predkos¢ oraz potozenie o0pisuja
odpowiednio rownania (2.11) oraz (2.12):

Zgodnie z definicjg momentu sity

M =F x If:(l’o +\70(t—t0)+%é(t—to)2Jxmé:(Fo +V,(t —ty))xma.

Po podstawieniu danych liczbowych znajdziemy zalezno$¢ momentu sity od czasu:



M(t)=(L -2 4]+[-1 2 4]@t-5)x1 2 -3]=
i i K
=|-t+6 2t—12 4t-16=[-14t+68 t+2 —4t+24] Nm.
1 2 -3

Dla t=20s, M(20)=[-212 22 -56] Nm,\l\?l(zojzzzon.

Moment pedu definiuje iloczyn:

L=Fxm\7=(F0 +V, (-t )+ é(t—to)zjxm(vo +alt-t))=

N |~

= )+ mit 1 )7 < &)+ 2 mit —t, (7, &),

Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy:

i J k i j ok i j Kk
Lt)=|1 -2 4/+(t-51 -2 4 +%(t—5)2—1 2 4|=
-1 2 4 1 2 -3 1 2 -3

1

2
:{—7t2+68t—181 Et2+2t—30% —2t2+24t—7o} kgm®

Dla t =20s, I:(ZO):{—1621 569% —390} kgm?/s , |L(20)~1762 kgm?/s.

Obliczajac pochodng momentu pedu po czasie znajdziemy:

dL(t):%[— 7t + 68t —181 %tz +2t—30% —2t? +24t—70}=

dt

=[-14t+68 t+2 —4t+24]=M(t).

W rozwazanym przypadku spelniona jest wigc druga zasada dynamiki zapisana w postaci:
dL/dt=M . Oczywiscie identyczny rezultat otrzymamy dokonujac rézniczkowania na symbolach
ogolnych:

Przyklad 4.3. Dane jest pole sit: F, = [y X] N . Obliczy¢ prace sit tego pola przy przemieszczeniu
czastki z potozenia A[O 0] do potozenia B[l 1] po trzech r6znych drogach:

a) wzdhuz prostej y =X,

b) po drodze x =0 do punktu P[0 1] i dalej po drodze y =1,

c) podrodze y=0 do punktu Q[L 0] i dalej po drodze x =1.



Wspotrzedne punktow wyrazone sa w metrach.

A 1 X

Rozwiaza¢ rowniez zadanie dla sily lf2 = [— y X] N . Ktéra z obydwu sil jest sitag zachowawcza?

Rozwigzanie:

Prace sity F = [FX Fy] na drodze od potozenia A do B wyraza relacja:

L= | Feds= [[F F o dy]= [ Fax+ [Fdy
X} )

A—B A—B

gdzie {X} i {Y} oznaczajg odpowiednio obszary zmienno$ci wartosci X i y. Na poszczegdlnych

odcinkach sita Ifl :[y X] wykonuje prace:
a) nadrodze A—>B: LA_,szl‘deJr'l[ydy:lJ, (Fe=y=x, F,=x=Y),
b) nadrodze A>P: L, ,p =8J, (Fz =y,dx=0,F, =x=0),
nadrodze P—B: Ly 5 =_l[1dx=1J, (Fc=y=LF, =xdy=0).
0

Sumaryczna praca L, .5 =1J.
¢) nadrodze A—>Q: L, ,o=0J, (F,=y=0, F,=xdy=0),

1
nadrodze Q —>B: Ly ,p =I1dy=1J, (Fc=Y,dx=0,F, =x=1),
0

Sumaryczna praca L, ,q 5 =1J.

Na kazdej z trzech drog praca wykonana przez site F, = [y X] jest taka sama i wynosi 1J. Aby sie¢

upewni¢, ze sita F; :[y X] jest konserwatywna, nalezy stwierdzi¢ czy spelniony jest warunek
rotF =0:

i 7 k| [T ] k

ofo|0 0 ol_[2 0 ol [y x ¥ &];
ox oy oz| |ox oy oz 0z 0L oOx oy
F F, F x y O

Sita If1 =[y X] jest wiec silg konserwatywng. Nietrudno odgadnaé, Ze energia potencjalna
odpowiadajgca tej sile ma postac:

V(X y)=—xy.



Istotnie, funkcja ta spetnia warunek (4.7):

= o oV oV =
F=—gradV(x,y)=—| — — —|= x 0|=F.
gradV (x, y) { x & & } ly x 0]=F
Dokonujac podobnych obliczen dla sity F, = [— y X] , Znajdziemy:
a) nadrodze A—B:praca L, ,; =01J,

b) nadrodze A—>P —>B:praca L, ,, 5=-1J,
¢) nadrodze A—>Q-—>B:praca L, o ,5=1J.

Praca sity IE2 = [— y X] zalezy od drogi, zatem sita ta nie jest sita konserwatywna.

Zadania

4.1. Kula 0 masie m=15g opuszcza z predkoscia v=800m/s lufe strzelby o dtugosci | =75cm.
Jaka jest $rednia sita dzialajaca na kulg w lufie?

4.2. Neutron o masie m, zderza si¢ z atomem wegla o masie m=12m, . Rozpatrujac zderzenie, jako
centralne i spr¢zyste obliczy¢, ile razy po zderzeniu zmaleje energia kinetyczna neutronu.

4.3. Naprzeciwko siebie poruszaja si¢ dwa ciata o masach: m; =0,5kg i m, =5kg. Predkos¢ ciata 0
masie m; wynosi v; =5m/s. Jaka predkos¢ ma ciato o masie m,, jezeli po niesprezystym zderzeniu
powstata masa przestata si¢ przemieszcza¢?

4.4. Wagon kolejowy o masie m, =22t porusza si¢ z predkoscia v; =5m/s i zderza si¢ z drugim
wagonem o masie m, =30t . Obliczy¢ predkosci obydwu wagonoéw po zderzeniu w przypadku, gdy:
a) drugi wagon poruszat si¢ z predkoscia v, =2m/s w kierunku przeciwnym do ruchu pierwszego

wagonu, a po zderzeniu obydwa wagony zostaty automatycznie polaczone hakiem,
b) drugi wagon stat nieruchomo i zderzenie byto spre¢zyste,
) drugi wagon poruszatl z predkoscia v, =2m/s w kierunku zgodnym z ruchem pierwszego

wagonu i zderzenie bylo sprezyste.
Tarcia i opory pominac.

4.5. Poruszajaca si¢ z predkoscia v, kula dogania i zderza si¢ centralnie z kula o trzykrotnie mniejszej
masie i dwukrotnie mniejszej predkosci. Wyznaczyc¢:

a) predkosci kul po zderzeniu sprezystym,

b) predkosci kul po zderzeniu niesprgzystym,

c) ubytek energii podczas zderzenia niesprezystego.

4.6. Na poruszajacy si¢ z predkoscig v=15km/h wozek o masie M =120kg spada worek cementu o
masie m=25kg. Obliczy¢ predkos¢ wozka z cementem w trzech przypadkach:

a) worek spada swobodnie na wozek,
b) worek rzucono pod katem ¢ =20° w stosunku do pionu w kierunku ruchu wozka,

¢) worek rzucono pod katem ¢ =20° w stosunku do pionu w kierunku przeciwnym do kierunku
ruchu wozka.

4.7. W réwni¢ pochyta o masie m; =0,28kg uderza kula o0 masie m, =0,12kg i odbija si¢ pionowo
do géry. Na jakg wysoko$§¢ h wzniesie si¢ kula, jezeli rownia odskakuje z predkoscia v=21,25m/s.
Zderzenie jest sprezyste, a tarcie migdzy rOwnig a ptaszczyzng nie wystepuje.



4.8. Na gladkiej, poziomej powierzchni spoczywa réwnia pochyla 0 masie m, =28g. Z wysokosci
h=1,21m na réwni¢ spada stalowa kulka o masie m, =149 i odskakuje w kierunku poziomym.
Obliczy¢ predkosc, z jaka bedzie poruszata si¢ po zderzeniu rownia, jezeli zderzenie jest sprezyste, a
tarcie migdzy rownig a ptaszczyzng nie wystepuje.

4.9. Pocisk zostaje wystrzelony z predkoscia poczatkowa v=30m/s pod katem a=45°. W

najwyzszym punkcie trajektorii pocisk rozpada si¢ na dwie czgsci o jednakowych masach. Jedna z
tych czgsci ma w momencie rozpadu predkos$¢ rowna zeru i spada swobodnie na ziemi¢. Jak daleko od
dziata spadnie druga cz¢$¢ pocisku?

4.10. Na gtadkiej, poziomej powierzchni, w pewnej odlegtosci od pionowej §ciany spoczywa kulka o
masie m,. Druga kulka o masie m, porusza si¢ od $ciany w stron¢ pierwszej kulki. Nastgpuje

centralne i sprezyste zderzenie. Przy jakim stosunku mas m, /m, druga kulka doleci do $ciany, odbije
si¢ od niej sprezyscie 1 dogoni pierwsza kulke?

4.11. Pocisk 0 masie m=5g, poruszajacy si¢ z predkoscia v; =800m/s, przebija deske¢ grubosci
d=2cm i leci dalej z predkoscia v, =600 m/s. Oblicz $rednig warto$¢ sity oporu dziatajacej na
pocisk podczas przebijania deski.

4.12. Przez spoczywajacy na poziomej powierzchni klocek o masie m, =3kg przelatuje pocisk o
masie m, =15g. Predkos¢ pocisku przed klockiem i tuz po wyjsciu z niego wynosi odpowiednio
v, =500m/s i v, =300m/s. Jaki dystans pokona klocek, jezeli wspotczynnik tarcia klocka o podtoze
1=0,05?

4.13. Na cienkiej, niewazkiej lince podwieszony jest drewniany klocek o masie M =15kg. W klocek
ten, z predkoscig v=150m/s, uderza poziomo pocisk 0 masie m=100g i grzeznie w nim. Obliczy¢
maksymalng predkos¢ uktadu klocek - pocisk oraz wysoko$¢ h, na jaka wzniesie si¢ klocek w
stosunku do potozenia rownowagi.

4.14. Wahadlo balistyczne. W skrzynke z piaskiem o masie M =3 kg uderza pocisk o masie m=10g
1 grzgznie w niej. Jaka byta predkos¢ pocisku V przed zderzeniem, predkos¢ skrzynki z pociskiem v,
tuz po zderzeniu oraz jaka cze$¢ energii zostala rozproszona w czasie zderzenia, jezeli skrzynka
zawieszona na linkach o dtugoséci | =1m przesuneta si¢ w poziomie o X =25cm ?
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4.15. Lecac poziomo pocisk o masie m=20g przebija drewniany klocek zawieszony na lince o

dhugosci | =50cm. Na skutek tego linka z klockiem odchylita si¢ o kat ¢ =60°, a predkos¢ pocisku
zmalata z v, =300m/s do v, =190m/s. Jaka jest masa klocka i jaka czg$¢ energii kinetycznej
pocisku zamienita si¢ w ciepto?

4.16. Dwie identyczne, plastelinowe kulki wisza na niciach o jednakowych dhugosciach | =60cm

zawieszonych w jednym punkcie statywu. Przy naciggnigtej nici, jedna z kul odchylono do poziomu i
puszczono swobodnie doprowadzajac do centralnego, doskonale niesprgzystego zderzenia z druga
kula. Jaka czgé¢ energii kuli ulegnie rozproszeniu w trakcie zderzenia z kula nieruchoma?

4.17. Na niciach o jednakowych dtugosciach wisza dwie kule. Przy naciagnietej nici, mniejsza kule
odchylono do poziomu i puszczono swobodnie doprowadzajac do centralnego, sprezystego zderzenia
z druga kula. Po zderzeniu mniejsza kula odchylita si¢ o kat 2« , a ci¢zsza o kat « . Znalez¢ mase
mniejszej kuli m, jezeli masa wigkszej kuli byta rowna M .

4.18. Dwie jednakowe kule o masach m=0,5kg zamocowano na niciach o dtugosciach I, =1m i
I, =0,5m. Kulg na nici o dtugosci |; odchylono o kat & =5° i puszczono swobodnie.

a) O jaki kat odchyli si¢ druga kula, jesli zderzenia pomi¢dzy kulami sg centralne i sprezyste?

b) Po jakim czasie nastgpi n =4 zderzenie pomi¢dzy kulami?

4.19. Dwie kulki 0 masie m=10g kazda rzucono w gor¢ z tego samego miejsca, Z jednakowymi
predkosciami v, =1m/s, w odstgpie czasu t=1s. Znalez¢ czas i miejsce zderzenia si¢ kulek. Po

jakim czasie kulki spadng na ziemig, jezeli:
a) byty z plasteliny i w chwili spotkania zlepity sie,
b) byty ze stali i zderzenie bylto idealnie sprezyste?

4.20. Samochdd o masie m; =2000 kg poruszajacy si¢ z predkoscia v; =80km/h uderza od tytu w
samochod o masie m, =1000 kg poruszajacego si¢ z predkoscia v, =40km/h. Ile ciepla zostato

wydzielone w zderzeniu, jezeli zderzenie byto idealnie niespr¢zyste? Jaki byl wspotczynnik tarcia,
jezeli samochody po zderzeniu przebyly droge s=20m?

4.21. Samochod o masie m zderzy? si¢ centralnie z jadacg naprzeciw niego cigzarowka o masie M .
Jaka jest predko$¢ obu pojazdéw po zderzeniu oraz jaka energia zostala wydzielona w zderzeniu,
jezeli przed zderzeniem predko$é obydwu samochodéw wynosita v ? Rozwazy¢ przypadki:

a) po zderzeniu samochody nie pozostajg ze sobg w kontakcie (zderzenie sprezyste),

b) po zderzeniu samochody pozostajg szczepione (zderzenie niesprezyste).

4.22. Strumien wody o predkosci v=10m/s i przekroju S=5cm? uderza w $cianke pod katem
a =45° 1 sprezyscie odbija si¢ od niej z t3 sama predkoscia. Znalez¢ sitg, jakg strumien wywiera na
$cianke.

4.23. W spoczywajaca kule bilardowa uderza sprezyscie druga, identyczna kula bilardowa. Dowiesc,
ze w przypadku zderzenia niecentralnego, trajektorie obydwu kul po zderzeniu zawsze beda tworzyty
kat prosty.

4.24. Kula 0 masie m, poruszajaca si¢ z predkoscig v, zderza sie sprezyScie z kulg o takiej samej
masie i predkosci, poruszajaca si¢ pod katem « =30° do toru pierwszej kuli. O jaki kat £ odchylita
si¢ pierwsza kula po zderzeniu, jezeli druga kula odchylita si¢ o kat y =60° w stosunku do kierunku
ruchu pierwszej kuli przed zderzeniem?



4.25. Kulka 0 masie m=100g, poruszajaca si¢ z predkoscia v, =30m/s, uderza centralnie w kulke o
takiej samej masie i i takiej samej wartosci predkosci v, =V, , poruszajaca si¢ pod katem o wzgledem
jej kierunku ruchu. Jak zalezg predkosci obydwu kulek po zderzeniu od kata «, jezeli zderzenie jest
idealnie sprezyste? Rozwazy¢ W szczegolnosci przypadek o =90° i o =180°.

4.26. Dwie kulki poruszaja si¢ w plaszczyznie xy z predkosciami v, =v(i + ) i v, =v(i - ). Kulki
zderzajq si¢ i zlepiajg, a powstala masa przesuwa Si¢ w kierunku wyznaczonym przez wektor
d=i +sina j. Wyznaczy¢ mase m, kulki wiedzac, ze masa pierwszej kulki wynosi m,.

4.27. Obliczy¢ moment pedu punktu materialnego o masie M =15Kkg poruszajgcego sie z
czestotliwoscia f =30Hz po okrggu o promieniu R=1m. Jak powinien obraca¢ si¢ drugi punkt o
masie m=0,8 kg po wspotsrodkowym okregu o promieniu r =0,7 m, aby wypadkowy moment pedu
uktadu byt rowny zeru?

4.28. Znalez¢ moment pedu uktadu Ziemia — Ksiezyc wzgledem
a) srodka masy tego uktadu,
b) $rodka masy Ziemi,
) srodka masy Ksigzyca.
e Masa Ziemi: M, ~6-10* kg,
e Masa Ksiezyca: M, ~7,3-10% kg,
e Srednia odlegtosé od Ksiezyca do Ziemi: d ~3,84-10° m
e Okres obiegu Ksiezyca T =2,36-10° s
4.29. Korzystajac z definicji momentu pedu obliczy¢ (wzgledem osi obrotu wirnika) moment pedu

dwuptatowego $migta helikoptera o catkowitej rozpigtosci kazdego ptata 2d , gestosei liniowe ptata 4
i czestotliwosci roboczej wirnika f .

4.30. Pocisk 0 masie m wystrzelono z armaty pod katem « z predkoscia poczatkowa V,. Znalezé

zalezno¢ momentu sity M i moment pedu L pocisku od czasu wzgledem poczatku ukladu
wspotrzednych wyznaczonego przez potozenie armaty. Sprawdzi¢, ze dla tego przypadku spetniona

jest druga zasada dynamiki zapisana w postaci: dL/dt =M

4.31. Student o masie m=75kg wykonal n=100 pompek, za kazdym razem dzwigajac i
opuszczajgc swoj srodek masy o s=25cm. Jaka pracg wykonal on podczas tego ¢wiczenia?



4.32. Stup telegraficzny dtugosci | =8 m ma cigzar Q=1500N. Na szczycie stupa jest umocowana
poprzeczka z izolatorami o dodatkowej masie m=30Kkg. Jaka prace trzeba wykona¢, aby podnies¢
lezacy stup do pozycji pionowej?

4.33. Jajko 0 masie m =509, wyrzucone pionowo do gory z predkoscia v, =5m/s, opadto na ziemi¢
z predkoscia v; =1m/s. Jaka prace wykonata sita oporu powietrza?

4.34. Kamien rzucony uko$nie z wysokosci h=20m nad powierzchnia ziemi z predkoscia
Vo =18m/s, upadt na ziemie z predkoscia v, =24 m/s. Jaka czg§¢ energii mechanicznej ciata zostata
zuzyta na pokonanie oporéw powietrza?

4.35. Wyprowadzi¢ wzor wyrazajacy predkos¢ ciala zsuwajacego sie bez tarcia po tuku okregu o
promieniu r w zaleznosci od chwilowego potozenia katowego ¢ .

4.36. Obliczy¢ w kilowatach moc silnika, ktory moglby za pomoca pompy o wydajnosci 77 =90%
wypompowaé V =5m?*® wody na minute z szybu o glebokosci h=300m .

4.37. Z jaka minimalng predkosciag musi biec skoczek o tyczce, 0 masie m=75Kkg, aby przeskoczy¢
poprzeczke znajdujaca si¢ na wysokosci H =6m? Jaka jest wowczas jego energia kinetyczna?
Zatozy¢, ze srodek masy skoczka znajduje sie na wysokosci h=1m.

4.38. Pitka zostala wykopnieta przez bramkarza z poczgtkowa predkoscig v=15m/s, pod katem
a =30°. Jak wysoko i na jakg odlegtos¢ doleci pitka? Jak bylta jej predkos¢ w najwyzszym punkcie?

4.39. Koszykarz wykonuje rzuty osobiste z linii x=2,5m do kosza znajdujgcego si¢ na wysokosci
H =3,05m. Jaka jest minimalna warto$¢ energii, jaka nalezy przekaza¢ pilce o masie m=600g, aby

ta trafita do kosza? Pod jakim katem nalezy wyrzuci¢ pitke¢? Wyrzut pitki nastgpuje na wysokosci
h=2m.

4.40. Probowka o masie m, =30g zawieszona jest na nici dlugosci | =30cm i zatkana korkiem o
masie m, =29. Wewnatrz probéwki znajduje si¢ troche prochu, ktory po ogrzaniu zapala si¢ i na
skutek wytworzonych gazow wyrzuca korek w kierunku poziomym. Obliczy¢ najmniejsza predkose, z
jaka korek musi wylecie¢, aby probowka zatoczyta pelny okrag w ptaszczyznie pionowe;.
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4.41. Na sznurku o dtugosci | =45cm wiryje w ptaszczyznie pionowej kamien. Obliczy¢ predkosé
tego kamienia w najnizszym i najwyzszym punkcie toru wiedzac, ze w najwyzszym punkcie
napre¢zenie sznurka jest rowne zeru.

4.42. Jaka poczatkowg predko§¢ nalezy nada¢ cigzarkowi o masie m=05kg w najnizszym

polozeniu, aby wykonat on peten obrét, gdy:
a) cigzarek zawieszony jest na sztywnym, pozbawionym masy precie o dtugosci 1 =0,5m,

b) cigzarek zawieszony jest na nici o dlugosci 1=0,5m? Jakie jest naprezenie nici W
punktach A B,C,D,E?
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4.43. Kulka 0 masie m=100g zostata odchylona o kat «; =35° i puszczona. Po odbiciu si¢ od
klocka o masie M =200g, kulka odchylita si¢ o kat «, =25°. Jaka byta predkos¢ klocka po
zderzeniu oraz jaka cze$¢ energii zostala rozproszona w zderzeniu? Diugo$é nici | =1m.
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4.44. Na koncu nici o dtugosci | =1m znajduje si¢ kulka o masie m=0,5kg. Nad kulka, w odlegtosci
h=0,751 od punktu zaczepienia nici, znajduje si¢ waski kotek. Ni¢ odchylono do poziomu i
puszczono. Jaka bedzie predko$¢ kulki w najnizszym polozeniu? Jaka bedzie jej predkos¢ w
najwyzszym punkcie trajektorii po owinigciu si¢ nici wokot kotka?
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4.45. Winda o masie m=750kg wjezdzajac do gory porusza si¢ przez pierwsze trzy sekundy ruchem
jednostajnie przyspieszonym, uzyskujgc po tym czasie predkos¢ v=2m/s. Jaka jest $rednia moc
silnika windy w ciggu tych trzech pierwszych sekund? Ile wynosi moc silnika windy, gdy porusza si¢
ona ze stala predkoscia?



4.46. Jedna z atrakcji wesotego miasteczka jest ,,diabelska pgtla” o promieniu r=5m . Jaka powinna
by¢ wysokos¢ zjezdzalni h, aby wagonik o masie m=50kg mogt ja bezpiecznie pokonaé (tj. bez
oderwania si¢ w jej najwyzszym punkcie)?

T T

4.47. Cialo zsuwa si¢ z ,,diabelskiej petli” z wysokosci dwa razy wickszej od wysokosci minimalnej
zapewniajacej bezpieczne jej przebycie. Jakie sga naciski tego ciata na petle w jej gornym i dolnym
punkcie?

4.48. Z jakiej wysokosci zjezdza wagonik ,,diabelskiej petli”, jezeli w dolnym potozeniu petli pasazer
jest wciskany w siedzenie sitg dziewieciokrotnie wigksza niz w potozeniu gérnym?

4.49. Wagonik o masie m=100kg porusza si¢ po ,,diabelskiej petli” 0 promieniu r =5m. W gérnym
potozeniu petli jego energia kinetyczna jest rowna energii potencjalnej. Obliczy¢ wysoko$é h, z jakiej
zsunat si¢ wagonik oraz nacisk, jaki wywiera wagonik na tor w zaznaczonych punktach.
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4.50. Skrzynia 0 masie m=10kg jest pchana po poziomej powierzchni ruchem jednostajnym. Jaka
prace wykonuje przylozona sita przy przesunigciu skrzyni na odleglos¢ s=5m, jezeli kat pomiedzy
sita, a kierunkiem przesunigcia wynosi « = 30°? Wspoétczynnik tarcia pomigdzy skrzynia, a podtozem
£ =0,5. Jak zmieni si¢ wartos¢ pracy, jezeli ta sama sita F zacznie dziala¢ pod tym samym katem, ale
w gore?

4.51. Jaka moc powinien mie¢ parow6z o masie m=30t, aby uzyska¢ predkos¢ v=5m/s na torze
wznoszacym si¢ pod katem o =10° do poziomu, jezeli wspotczynnik tarcia 1 =0,004?

4.52. Spychacz wepchnat skrzyni¢ o masie m=50kgna pagorek o dlugosci | =10m i wysokosci
h=2m. Jaka prac¢ wykonal spychacz, jezeli sita tarcia F, =10N? Jaka bedzie predkos¢ skrzyni,
gdy zsunie si¢ ona z pagdorka?



4.53. Cigzarek o masie m =4 kg zostal pchniety w gore rowni o kacie nachylenia « =30°. lle wynosi
wspotczynnik tarcia pomiedzy cigzarkiem, a réwnig, jezeli po nadaniu mu w dolnym polozeniu
predkosci v=6 m/s pokonuje on droge s=1,5m?

4.54. Na drodze ciata A poruszajacego si¢ po gladkiej, poziomej powierzchni znajduje si¢ przeszkoda
wysokosci h=2cm. Przy jakiej najmniejszej predkosci cialo moze przejecha¢ przez przeszkode,
jezeli jej masa jest N =5 razy wigksza od masy ciala? Cialo A i przeszkoda mogg poruszaé si¢ bez
tarcia. Zatozy¢, ze ciato A nie odrywa si¢ od przeszkody.
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4.55. Ciato o masie m wciggnigto powoli na gorke, dziatajac sita F =25N, ktora w kazdym punkcie
byla styczna do stoku gorki. Znalez¢ prace tej sily, jezeli wysoko§é gorki h=7m, jej dlugos¢ w
kierunku poziomym | =30m, a wspotczynnik tarcia 1=0,3.
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4.56. Walec 0 masie m=2kgi promieniu r =25cm stacza si¢ z rowni o wysokosci h=2m i kacie
nachylenia « =10°. Na jaka wysoko$¢ h; zostanie wepchnigty szescian o takiej samej masie jak
walec, jezeli w momencie zderzenia walec przekazat cata swojag energi¢ szescianowi? Wspotczynnik
tarcia sze$cianu o rowni¢ wynosi g =2.
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4.57. Skrzynia 0 masie m=50Kkg zsuwa si¢ z gorki o wysokosci h=3m i dlugosci I=5m.
Wspotczynnik tarcia miedzy skrzynia, a podlozem u=0,5. Jaka predkos¢ osiagnie skrzynka u
podnoéza pagorka? Jak wysoko wjedzie ona na sasiedni pagorek, jesli jego kat nachylenia jest taki sam
jak pierwszego, lecz nie wystepuje na nim tarcie?
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4.58. Sanki 0 m=50Kkg zjezdzaja z zasniezonego pagorka o kacie nachylenia @ =30° i wysokosci
h=10m. Jaka predkos¢ beda miaty sanki po przebyciu drogi S=5m na ptaskim, zasniezonym

odcinku po zjechaniu z pagorka? Wspotczynnik tarcia pomigdzy sankami i $niegiem na catej drodze
wynosi #=0,5.

4.59. Czlowiek o masie m=75Kkg zjezdza na sankach z pagorka o kacie nachylenia «=30° i

wysokosci h=20m. Jaka droge przebedzie on na sankach na plaskim odcinku po zjechaniu z
pagorka, jesli wspotczynnik tarcia pomigdzy sankami i $niegiem na catej drodze wynosi ¢ =0,57?



4.60. Lekki samolot o masie m=1000Kkg, celem wzbicia si¢ w powietrze, powinien osiggnaé

predkos¢ v=80km/h. Jaka powinna by¢ minimalna moc silnika tego samolotu, aby moégt on
bezpiecznie wystartowa¢ z lotniska o dlugosci pasa startowego S=100 m? Wspoélczynnik tarcia

podczas rozbiegu samolotu wynosi ¢ =0,2.

4.61. Samochod o masie m=750 kg, poruszajacy si¢ z predkoscia v, =25km/h, po uderzeniu w

przeszkod¢ zatrzymal si¢ na drodze d =10cm poruszajac si¢ w tym czasie ruchem jednostajnie
op6znionym. Obliczy¢:

a) wartos$¢ przyspieszenia,

b) czas jaki uptynat do chwili zatrzymania sie,

) site dziatajaca na samochod,

d) sil¢ dziatajaca na pasazera o masie m, =75kg,

e) energi¢ wydzielong w trakcie zderzenia,

f) moc zderzenia.
Obliczenia przeprowadzi¢ réwniez dla samochodu o masie m=1500 kg i predkosci v, =100km/h.

Poréwnac¢ wyniki obliczen.

4.62. Drewniang kulk¢ o promieniu r i gestoSci p zanurzono w cieczy o gestosci p; > p na
glebokos¢ h> 2r i puszczono swobodnie. Obliczy¢ ile ciepta zostato przekazane cieczy, jezeli kulka
wyskoczyta na wysokos§¢ h, ponad powierzchnig cieczy.

4.63. Drewniang kulk¢ o promieniu r i gestosci o znajdujacag si¢ na wysokosci h ponad
powierzchnia cieczy o gestosci p, > p swobodnie puszczono. Jak gleboko zanurzy si¢ kulka w
cieczy? Tarcie poming¢.

4.64. Z jaka predkoscia beda poruszaly si¢ cigzarki o masach m; =1kg i m, =5kg, gdy przebeda
droge s=20cm? Wspodlczynnik tarcia o $cianke skrzyni g =0.1. Masa bloczka i nici jest do
zaniedbania.
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4.65. Jaka predkos¢ uzyskaja cigzarki o masie m; =2kgi m, =5kg, jezeli w chwili poczatkowej oba
cigzarki byly na tym samym poziomie, a na koncu oddality si¢ od siebie 0 h=3m? Masa bloczka i
nici jest do zaniedbania.




4.66. Dwa cigzarki o masach m; =5kg i m, =8Kkg sa polaczone niewazka nicia przewieszona przez
niewazki bloczek podwieszony do sufitu. Ciezarek pierwszy opuszczono tak, ze poczatkowo dotykat
podltogi, a nastepnie go puszczono. Na jaka maksymalna wysoko$¢ wzniosg si¢ oba ciezarki po
uderzeniu drugiego o ziemig, jesli drugi ci¢zarek byt poczatkowo na wysokosci h=0,5m, a przy
zderzeniu z ziemig stracit 50% swojej energii?
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4.67. Kulka 0 masie m=2 kg spada na znajdujaca si¢ h =50cm ponizej sprezyne. Na jaka odlegtosé
X sprezyna zostanie $ci$nigta, jezeli wspotczynnik sprezystosci sprezyny K=50N/m? Z jaka
predkoscia kulka oderwie si¢ od sprezyny, gdy ta wroci do pierwotnej dlugosci?

" Q.

I

e

4.68. Student rozciggnat na odlegltos¢ d =50cm ekspander zrobiony z czterech sprezyn. Jakg prace
wykonat student, jezeli powtorzyt to ¢wiczenie Nn=10 razy? Stata sprezystosci kazdej ze sprezyn
wynosi k =100 N/m.

4.69. Przyczepiony do sprezyny Cigzarek zostal wychylony z potozenia rownowagi o X, =75cm i
pchnigty przeciwnie do kierunku wychylenia z predkoscia v, =3 m/s. Jaka bedzie jego predkose, gdy
wychylenie zmaleje do x, =25cm? Jakie bedzie wychylenie cigzarka, gdy jego predkos¢ zmaleje do
zera? Masa cigzarka m=2Kkg, wspotczynnik sprezystosci sprezyny k=4 N/m. Tarcie pomi¢dzy
cigzarkiem, a podtozem poming¢.

m
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Jak zmieni si¢ rozwigzanie zadania, jezeli miedzy ci¢zarkiem, a podlozem bedzie wystepowalo tarcie
o wspotczynniku: a) 12 =0,75,b) ©=157?



4.70. Blok 0 masie m=12Kkg spoczywa na rowni o kacie nachylenia « = 25°. Ponizej tego bloku
znajduje si¢ przymocowana do rdwni sprgzyna, ktéra moze zosta¢ S$cisnigta 0 X=2cm sila
F =250N. Blok zsuwajac si¢ $ciska sprezyng o |=5cm i zatrzymuje si¢. Jaka catkowita droge
przebyt blok do momentu zatrzymania si¢ i jaka predkos¢ miat blok, gdy dotknat sprezyny? Jaka
odlegtos¢ pokona blok zanim ponownie si¢ zatrzyma? Tarcie pomi¢dzy blokiem i rownig pominag.
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Rozwigza¢ rowniez zadanie zaktadajac, ze pomiedzy blokiem i réwnig dziala sila tarcia o
wspotczynniku ¢ =01.

4.71. Na ciato o masie m=3Kkg dziala sita F powodujac, Ze porusza si¢ ono zgodnie z rOwnaniem:

X =3t —4t? +1°. Jakg prace wykonata ta sita w czasie od t, =0s do t, =3s?

4.72. Jakg prace wykonata sita F = (3xi +4yj)N przesuwajac cialo o masie m=2kg wzdhiz osi X
nadrodze d =5m?

4.73. Na cialo o masie m=1kg dziata sita F =2i +3]. Obliczy¢ prace wykonana przez ta sile w
czasie od t, =0s do t,=3s, jezeli cialo to przemieszczalo si¢ zgodnie z réwnaniem:

F=(6-3t)i +(—4+2t)].Czy na to ciato dziataly jeszcze jakie$ inne sity?

4.74. Ciato zostalo przemieszczone w polu dziatania sity F =ai +bj o wektor ¥ =8i +6] . Jakie sa

sktadowe a i b sity F , jezeli jej modul F =25, a wykonana przez nig praca jest rowna zeru?

4.75. Sita dziatajaca na cialo o masie m=3Kkg powoduje, ze porusza si¢ ono po linii prostej zgodnie z

rownaniem: X =3t —4t® +t%. Obliczy¢ predkos¢ ciata, przyspieszenie i dziatajaca site oraz prace, jaka
wykonala ta sita w pierwszych dwoch oraz czterech sekundach ruchu.

4.76. Postugujac si¢ definicjag pracy mechanicznej pokazaé, ze praca sil jednorodnego pola
grawitacyjnego F =mg nie zalezy od ksztaltu drogi, lecz tylko od roznicy wysokosci
przemieszczanego w tym polu punktu materialnego. Znalez¢ energie potencjalng tego pola V(Z).

Sprawdzi¢, ze F= —gradV .

4.77. Sprawdzié, ze jednorodne pole F = [1 1] jest polem zachowawczym. Obliczy¢:
a) energi¢ potencjalng V(X y) tego pola,
b) prace sity F przemieszczajacej punkt materialny z potozenia n= [3 5] do potozenia
=[5 7],
C) roznice energii potencjalnych AV =V(F1)—V(F2).
Sformutowaé wnioski. Sita | wspotrzedne wyrazone sg w uktadzie jednostek SI.

4.78. Sprawdzié, czy sita F = [Sy2 —3yz? 10xy—3xz? -2z —6xyz— Zy] jest sita zachowawcza.
Jezeli sita okaze si¢ sitg zachowawcza, to znalez¢ odpowiadajacg tej sile energi¢ potencjalng.



