2. Kinematyka

Wektor polozenia

Wektorem potozenia lub wektorem wodzacym F punktu P nazywamy wektor, ktorego poczatek
znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, natomiast koniec wyznacza potozenie punktu P (Rys.
2.1).
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Rys. 2.1. Wektor polozenia we wspotrzednych kartezjanskich

Sktadowymi wektora potozenia I sa wspotrzedne X, Y,z punktu P:
F=xi+yj+zk=[x y z], (2.1)

a jego dhugo$¢ okresla wyrazenie

r=|f|=yx* +y® +2°. (2.2)

Gdy punkt P przemieszcza si¢ w przestrzeni, to wektor wodzacy r, a zatem i jego sktadowe sa
funkcjami czasu.

Predkos¢ punktu

Predkos¢ chwilowa V punktu w ruchu postepowym zdefiniowana jest przez pochodng wektora
wodzacego I po czasie:

=37 _ i AT _ i P+ 8)-F()

_ _ , 2.3)
dt A0 At At—0 At

gdzie Ar jest zmiang wektora wodzacego w czasie At. Uwzgledniajagc definicje (2.1), predkosé

punktu mozemy zapisa¢ w postaci:
|=\VE+VvE+vE, (2.4)
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gdzie v jest dtugoscig wektora V, natomiast

o dy
ot

, Vy=—, V,=— 2.5
Yoodt dt (25)

sg sktadowymi wektora predkosci odpowiednio na kierunku x,y, z.

Predkos¢ $rednia vV punktu w skonczonym przedziale czasu At zdefiniowana jest przez stosunek
zmiany wektora wodzacego Ar do czasu At, w ktorym ta zmiana nastapita:

AV F(t+At)-F(t) 26)
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Przyspieszenie punktu

Przyspieszenie chwilowe & punktu w ruchu postgpowym zdefiniowane jest przez pochodna
wektora predkosci V po czasie:

a= 3 jim AV _ i Y+ AY)- V)

2.7)
dt  At—=0 At At—0 At

Uwzgledniajac relacje (2.4), (2.5), przyspieszenie punktu mozemy zapisa¢ w postaci:

éz[aX a, az], a=ld=,a; +a’ +a’, (2.8)

gdzie a jest dlugoscia wektora a, natomiast

2 dV 2 2
a, dv, dx, ayz_yzd_y1 a zdvzzﬂ 2.9)
dt  dt? dt  dt?

sa sktadowymi wektora przyspieszenia odpowiednio na kierunku X, y,z.

Droga

Droga przebyta przez ciato jest suma elementarnych odcinkéw drog ds przebytych w okreslonym
odstepie czasu od t, do t:

t t - t|df.~| t - t
s=J.ds=.[|dr|=J.Edt=.|.|vt|dt=.|.vtdt. (2.10)
to to to ty to

Ruch jednostajnie zmienny

W ruchu jednostajnie zmiennym (@ =const) zalezno$¢ predkosci V oraz wektora wodzacego I
od czasu ma odpowiednio postac:

V=V, +a-(t-t,), (2.11)



F=F +Vy-(t—t,)+=a-(t—t,), (2.12)

N |-

gdzie V, =V(t,) i F,=F(t,) wyznaczaja odpowiednio predkos¢ punktu oraz jego polozenie w
poczatkowym momencie t,. Rownanie (2.12) zapisane w skalarnej postaci przedstawia zarazem
parametryczny zwigzek migdzy wspolrzednymi X, Yy, z okreslajacy tor trajektorii, po ktorej porusza

si¢ punkt. Znajomo$¢ obydwu warunkéw poczatkowych umozliwia petne rozwiazanie dowolnego
zagadnienia kinematyki punktu poruszajacego si¢ ze stalym przyspieszeniem. W szczego6lnosci,
powyzsze rownania mozna wykorzysta¢ do opisu kazdego przypadku ruchu ciata w jednorodnym polu

grawitacyjnym @ =const (rzut pionowy, spadek swobodny ciata, rzut poziomy, rzut uko$ny).

Ruch obrotowy

W ruchu po okregu, predkos¢ katowa @ oraz przyspieszenie katowe & definiuja odpowiednio
relacje:

0-92 ,_do_0% (2.13)

gdzie d¢ jest droga katowa zakreslong przez promien wodzacy punktu r w czasie dt (Rys. 2.2.). W
ogolnym przypadku, predkos¢ katowa okresla wektor @ prostopadty do plaszczyzny wyznaczonej

przez wektor wodzacy I i wektor predkosci liniowej V. Zwigzek pomigdzy tymi wektorami ma
posta¢ iloczynu wektorowego:
V=wxT. (2.14)

Relacja migdzy przyspieszeniem liniowym & i przyspieszeniem katowym & ma postac:

d=2xF. (2.15)

Rys. 2.2. llustracja wektora predkosci katowe;j

Rownania (2.14), (2.15), proste do udowodnienia dla ruchu po okregu, pozostaja prawdziwe dla
dowolnego ruchu obrotowego, w ktorym predkos$¢ liniowa, lokalny promien krzywizny trajektorii,
orientacja i dlugo$¢ wektora predkosci katowej oraz przyspieszenia katowego ulegajg W czasie ciggtej
zmianie.



W ruchu jednostajnie zmiennym po okrggu, wyrazenia (2.11), (2.12), odniesione do predkosci
katowej @ i drogi katowej @, przyjmuja odpowiednio postac:

w=w,+¢&-(t—1t,), (2.16)
1
g0=g00+a)0-(t—t0)+58'(t—t0)2, (2.17)

gdzie w, = a)(to) I @y = (p(to) wyznaczajg odpowiednio predkos$¢ katowa punktu oraz jego potozenie
katowe w poczatkowym momencie t; .

Przyspieszenie styczne i normalne

Rys. 2.3. Rozktad przyspieszenia na przyspieszenie styczne i normalne

W ruchu prostoliniowym wektor przyspieszenia i wektor predkosci punktu jest styczny do
trajektorii. Jezeli trajektoria nie jest prostoliniowa, to wektor przyspieszenia & tworzy z wektorem
predkosci liniowej V pewien kat. Z wektora przyspieszenia wyodrebniamy wowczas tg jego sktadowa
a,, ktora jest zwigzana ze zmiang warto$ci predkosci (przyspieszenie styczne) i skladowa a,
zwigzang ze zmiang kierunku wektora predkosci (przyspieszenie normalne):

d=4a, +4,, (2.18)
2

gdzie R jest chwilowym promieniem lokalnej krzywizny trajektorii. Przyspieszenie normalne jest
zorientowane do $rodka wpisanego w trajektori¢ okregu i nosi nazwe przyspieszenia dosrodkowego.

Przyklady

Przyklad 2.1. Ze wzgdrza o wysokosci h=20m wystrzelono pod katem ¢ =35° pocisk, ktorego
poczatkowa predkos¢ wynosita v, =200 m/s. Obliczy¢ maksymalng wysokos¢ H , na jaka wzniesie
si¢ pocisk, czas lotu t; oraz jego zasieg L.



Rozwigzanie:

v

Przyjmujac, ze strzal zostal oddany w momencie t, =0, znajdziemy potozenie poczatkowe
pocisku F, =[0 h] oraz jego poczatkowa predkosé V, =[v, cose v, sin ¢]. Pocisk porusza si¢ pod
wplywem statego przyspieszenia ziemskiego § = [0 — g], wigc jego predkos¢ V oraz potozenie T
beda okreslone przez rownania (2.11), (2.12). Uwzgledniajac warunki poczatkowe znajdziemy:

. oo .1,
V=V, +Gt, T=T, +v0t+§gt ,
lub po rozpisaniu na sktadowe:
[Vi Vy]=[vocosp vysing]+[o —glt,

[x yl=[0 h]+[v, cose vosin(p]t+%[0 _gle.

Wektory sa sobie rowne, jezeli ich skladowe sa sobie rowne. Porownujac odpowiednie sktadowe
wektora predkosci i potozenia otrzymamy:

V, =Vy COSp, V=V, sinp—gt,
. 1 .,
X =V,tcose , y:h+v0tsmgo—§gt :
Roéwnania te pozwalaja wyznaczy¢ poszukiwane wielkosci. W najwyzszym potozeniu pocisku
sktadowa predkosci v, =0, skad czas, po ktorym zostanie osiggnigta ta wysoko$S¢ wyniesie

ty =V, sin @/ g . Maksymalne wzniesienie pocisku bedzie wigc rowne:

h + (VO Sin (p)z )

HZY(tH): 29

Czas lotu pocisku t, okresla warunek Yy = 0, ktory sprowadza si¢ do rownania kwadratowego:

(—%gjtf +(vysing)t, +h=0.

Dodatnim rozwigzaniem tego roOwnania jest poszukiwany czas



. . 2
tL=V°S|n¢+\/(V°SIn(pj L2
g g g

Zasieg lotu wyznacza roOwnanie:
L=x(t,_)=v,t, cose.
Uwzgledniajac dane liczbowe otrzymamy: H =691m, t, =23,6s, L=3860m.

Przyklad 2.2. Beben wirowki obraca si¢ z czgstotliwoscia f;, =180Hz. Po odcigciu zasilania, bgben

wykonuje n=530 obrotéw ruchem jednostajnie opéznionym zmniejszajac czgstotliwosé obrotow do
f, =80Hz. Obliczy¢ czas hamowania, w ktorym nastgpuje opisana redukcja obrotow i
przyspieszenie katowe bgbna. Obliczy¢ czas, po ktorym beben si¢ zatrzyma.

Rozwigzanie:

Ruch bebna odbywa si¢ ze stalym przyspieszeniem katowym. Czasowag zaleznos¢ predkosci
katowej @ 1 drogi katowej ¢ pokonanej przez beben opisuja wigc réwnania (2.16), (2.17).

Przyjmujac, ze w momencie odcigcia zasilania t, =0, ¢, =0, @, = 27f,, znajdziemy:
1.
=2, +et, ¢):27zf1t+§et ,

gdzie & jest przyspieszeniem katowym. Oznaczajac czas hamowania przez 7, otrzymamy uktad
dwoch rownan z dwoma niewiadomymi ¢ i 7 :

o(r)=2, =24 + e, (p(r)=27zn:27zflr+%grz.

Rozwigzujac powyzszy uktad rownan znajdziemy:

Czas 7, po ktorym beben catkowicie si¢ zatrzyma otrzymamy z warunku zerowania si¢ predkosci
katowej: w(r, )= 24, + er, =0, skad
f

T, =21,
&

Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy: 7 =4,1s, ¢ =-154radls, 7, =7,2s

Przyklad 2.3. Ciato porusza si¢ pod wptywem sity hamujacej z przyspieszeniem proporcjonalnym do
jego predkosci: a=-bv, gdzie b jest dodatnim wspoétczynnikiem hamowania. Znalez¢ zaleznosé
predkosci v od czasu t oraz drogg S, przebyta przez ciato do momentu jego zatrzymania. Przyjac, ze
w momencie t, =0, poczatkowa predkos¢ ciata i poczatkowa droga wynosity odpowiednio v(t0 )= Vo
i s(ty)=5,=0.



Rozwigzanie:
Przyspieszenie ciala jest z definicji pochodna predkosci po czasie:

dv

=—=-hv.
dt

a

Elementarna, wzglgdna zmiana predkosci ciata w czasie dt bedzie wiec okreslona relacja:

d—V=—bdt.
v

Calkujac obustronnie powyzszy zwigzek po czasie otrzymamy:
dv
—=—bjdt ,  Inv=-bt+C,,
v

gdzie C, jest stalg catkowania. Prawa czgs¢ tego zapisu przedstawia uwiktana zalezno$¢ predkosei od

czasu. W szczegdlnosci, rownanie to spetnione jest dla momentu t, =0, w ktérym predkos¢ ciala

wynosi Vv,. Umozliwia to znalezienie stalej catkowania C; =Inv, i w konsekwencji - funkcyjnej
zaleznosci predkosci od czasu:

v(t)=v,e ™.
Elementarng droga ds przebytg przez cialo w elementarnym czasie dt przedstawia wyrazenie:
ds =v(t)dt =v,e"'dt.
Calkujac obustronnie powyzsze rownanie otrzymamy zalezno$¢ drogi od czasu:

| Vo
jds=voje byt s(t)z—?oe iC,,

gdzie C, jest stalg catkowania. W szczegdlnosci, rownanie to spetnione jest dla momentu t, =0, w
ktorym przebyta droga S(to)z S, =0. Warunek ten pozwala obliczy¢ stala catkowania C, =v, /b iw
konsekwencji zalezno$¢ drogi od czasu:

Z zalezno$ci predkosci ciata od czasu wynika, ze predko$¢ ta spadnie do zera po czasie teoretycznie
nieskonczenie dlugim. Przebyta przez ciatlo droga od momentu t; =0 do momentu zatrzymania

bedzie wige rOwna:



Zadania

2.1. Samochdd przebyt z miasta A do miasta B droge s jadac z predkoscia v; =50km/h. W drodze
powrotnej samochdd jechat z predkoscia v, =40km/h. Obliczy¢ $rednia predkos¢ samochodu.

2.2. Gdy dwa ciata A i B poruszajg si¢ ruchem jednostajnym po tej samej linii prostej, lecz w
przeciwnych kierunkach, to odleglo$¢ migdzy nimi zwigksza si¢ o s, =240m w czasie kazdych
At, =3s. Jezeli ciata z niezmienionymi predkoS$ciami poruszaja si¢ w ta samg strong, to odlegtos¢
migdzy nimi zwigksza si¢ 0 S, =80m w ciagu kazdych At, =4s. Obliczy¢ predkosci v, i vy obu
ciat.

2.3. Motorowka z wilaczonym silnikiem pokonuje odlegtos¢ migdzy przystania A i B w czasie
t, =3h, plynac z pradem rzeki. Ptynac w przeciwnym kierunku - pod prad, motorowka pokonuje
droge miedzy przystania B i A w czasie t, =6h. W jakim czasie t motorowka pokona dystans
miedzy przystaniami A i B dryfujac z wylaczonym silnikiem?

2.4. 7 todzi motorowej, przeptywajacej pod mostem w gore rzeki, wypada kamizelka ratunkowa. Brak
kamizelki zostaje zauwazony przez szypra po czasie t=60min. Wowczas szyper zawraca 16dz i
dogania kamizelk¢ w odlegtosci s=5 km od mostu. Jaka jest predkos$¢ rzeki, jezeli silnik todzi

pracowat tak samo podczas ruchu w gore, jak i w dot rzeki?

2.5. Samolot leci ze stata predkoscia ponad szosa w kierunku do niej rownoleglym. Z punktu A na
szosie zobaczono w pewnej chwili ten samolot w kierunku tworzacym z poziomem kat o =45°. Po
uptywie czasu t=15s zobaczono go pod katem S =60°. Po uplywie jakiego czasu od pierwszej
obserwacji samolot znajdzie si¢ ponad punktem A?

v D C B

&
<

A

2.6. Pocisk poruszajacy si¢ z predkoscia v=500m/s wbija si¢ w desk¢ na glgbokos¢ s=5cm.
Obliczy¢ czas wbijania si¢ pocisku w deske oraz opoznienie jego ruchu zaktadajac, ze ruch pocisku w
desce jest jednostajnie opozniony.

2.7. Ciatlo porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym. W czasie od momentu t, =6s do
momentu t, =7s ciato przebylo droge s=0,7m. Jaka byla predkos¢ ciala w momencie t; =10s,
jezeli w chwili rozpoczecia ruchu (to = O) predkosc¢ ciata byta réwna zeru?

2.8. Dwa ciala ruszaja ruchem jednostajnie przys$pieszonym. Stosunek ich przy$pieszen wynosi 2:3, a
stosunek czaséw trwania ich ruchu wynosi 3:4. W jakim stosunku pozostaja drogi przebyte przez te
ciata?

2.9. Samochdd jadacy z predkoscia v, =36km/h zaczat w pewnej chwili hamowac tak, ze zatrzymat
si¢ po przebyciu drogi S=100m. Jakie jest opdznienie ruchu a i jaka droge s przebyt samochod od
chwili rozpoczecia hamowania? Jaka byta predkos¢ $rednia w pierwszej i drugiej sekundzie
hamowania?



2.10. Ciata A i B oddalone o d=25m poruszajg si¢ wzdhuz prostej AB ruchem jednostajnie
zmiennym. W chwili t, =0 cialo A ma predko$é v, =1m/s i przy$pieszenie a, =116m/s?, a ciato

B ma predko$é v, =5 m/s i przyspieszenie a, =0,2 m/s?. Po jakim czasie cialo A dogoni ciato B ?

2.11. Dwaj rowerzys$ci jada naprzeciwko siebie droga biegnaca po stoku gory. W pewnym momencie
zjezdzajacy rowerzysta ma predkos¢ v, =15m/s i przy$pieszenie a, =0,2 m/s’. Podjezdzajacy pod
gore rowerzysta ma w tym samym momencie predko$¢ v, =125m/s i opdznienie a, =015 m/s®. W
jakiej odlegtosci rowerzysci byli od siebie, jezeli spotkali si¢ po czasie t=30s? Jak daleko moze
podjechaé pod gore drugi rowerzysta?

2.12. Winda wjezdza na wieze¢ telewizyjng o wysokosci h=322 m w czasie t =60s . Pierwszg czg$¢
drogi, do osiggni¢cia predkosci v=7m/s, winda pokonuje ze stalym przyspieszeniem. Druga czgsé
drogi winda przebywa ruchem jednostajnym, a trzecig — ruchem jednostajnie opdznionym. Obliczy¢
przyspieszenie, z jakim winda rusza z miejsca przyjmujac, ze jest ono rowne, co do wartosci
bezwzglednej, opdznieniu podczas hamowania.

2.13. Obserwator stojacy na peronie zauwazyl, ze pierwszy wagon ruszajacego przed nim ruchem
jednostajnie przyspieszonym pociagu minal go w czasie t, =3s. Obliczy¢ catkowity czas t,, w
ktorym pociag sktadajacy si¢ z n=9 wagonow minie obserwatora oraz czas At, w ktorym ostatni
wagon minie obserwatora. Ile razy wzrosta predko$¢ pociagu w czasie At ?

2.14. Motoréwka przeplyngta z predkoscia v, =3m/s (wzgledem wody) rzeke, kierujac sie
prostopadle do jej rownoleglych brzegéw odleglych od siebie o s=150m. W tym czasie prad rzeki
zniost motorowke na odlegtos¢ 1=75m. Obliczy¢ predkos¢ pradu rzeki v oraz calkowity czas t

przeprawy motoréwki przez rzeke.

2.15. Predkos¢ todzi wzgledem wody wynosi v,, =2 m/s. Predkos¢ pradu rzeki v, =1m/s. Jak nalezy

sterowac, aby przeptyna¢ rzeke prostopadle do brzegu? W jakim czasie t6dz przeplynie rzeke o
szerokosci d =75m?

2.16. Samolot przebywa droge s=1000 km, lecac z zachodu na wschdod. Predkos¢ samolotu
wzglgdem powietrza wynosi v, =500km/h. Jaki jest czas przelotu w przypadku bezwietrznej

pogody, oraz gdy podczas calego lotu wieje potudniowy wiatr z predkoscia v,, =100km/h?

2.17. Ruchu ciata wzdtuz linii prostej opisuje rownanie: X =4 + 2t +t? +0,2t>. Obliczy¢:
a) potozenie punktu momentach t, =2s i t, =5s,
b) predkos¢ srednig w czasie At=t, —t,,
c) predkosci chwilowe w momentach t, i t,,
d) przyspieszenie $rednie w czasie At=t, —t;,
e) przyspieszenie chwilowe w momentach t, i t, .

2.18. Sita dziatajaca na cialo o pewnej masie powoduje, ze porusza si¢ ono zgodnie z rOwnaniem:
X =1+ 2t —3t? + 4t°. Jaka byla érednia i chwilowa predko$é tego ciata po uplywie t, =5s oraz
t, =10s?



2.19. Cialo, poczatkowo spoczywajace w poczatku uktadu wspotrzednych, zaczyna porusza si¢
ruchem niejednostajnie zmiennym z przyspieszeniem a=b +ct. Obliczy¢ predko$é¢ ciata, potozenie
oraz przebyta przez ciato drogg po uptywie t=6s, gdy:

a) b=2m/s?, c=1m/s®,
b) b=2m/s?, c=-1m/s’.

2.20. Przyspieszenie punktu materialnego poruszajacego si¢ prostoliniowo dane jest rownaniem:
a) a=3m/s?,
b) a=3t m/s?,
c) a=3t>m/s?.

Obliczy¢ zalezno$¢ drogi i predkosci od czasu oraz przedstawic je na wykresie. W chwili t =1s punkt
ten znajdowat si¢ 3m na prawo od poczatku uktadu wspétrzednych i poruszat si¢ z predkoscig 3 m/s

w lewo.

2.21. Cialo porusza si¢ po linii prostej ze zmiennym przyspieszeniem a=3t?. W momencie t=2s
cialo znajdowato si¢ w odleglosci d=10m od poczatku uktadu odniesienia i miato predkosé
v=10m/s. Jakie bylo $rednie przyspieszenie i $rednia predkos¢ w tym okresie?

2.22. Predkosé ciata opisana jest rownaniem: V=[3t S5sin(zt) 4exp(@t)] m/s. Wyrazi¢ wartosé
przyspieszenia, jako funkcje czasu t. Obliczy¢ wartos¢ poczatkowa przyspieszenia dla t=0.

Obliczy¢ warto$ci wektorow przyspieszenia Sredniego i chwilowego tego ciata w pierwszej sekundzie
ruchu.

2.23. Potozenie ciata zmienia si¢ zgodnie z rownaniem: T = [3t 4— 6t2]. Znalez¢ warto$ci wektorow
predkosci i przyspieszenia w chwili poczatkowej t =0. Jaki kat tworzyly wowczas te wektory migdzy
soba?

2.24. Ruch punktu opisujag dwa rownania: x=ajt?+b, i y=a,t?+b,, gdzie a, =0,2m/s?,
a, =015m/s?, b, =0,06m, b, =0,03m. Wyznaczyé¢ predkos¢ érednia oraz wartos¢ i kierunek
predkosci oraz przyspieszenia po uptywie czasu t =5s.

2.25. Polozenie ciala opisuje réwnanie: X(t)z Asin[0,57z(2t +t3)]m. Obliczy¢ predkos¢ ciata v, po

uplywie pierwszej sekundy ruchu oraz srednia predkosc V w czasie tej sekundy. Predko$¢ poczatkowa
ciata wynosita v, =2m/s.

2.26. Wektor potoZenia ciata zmienia si¢ zgodnie z rownaniem: F(t)=x(t)i +y(t)j, gdzie:
x(t)=at’ +b, y(t)=ct+d, a=8m/s?>, b=4m, c=2m/s, d=1m. Obliczy¢ predkos¢ $rednia
pomiedzy momentami t, =2s i t, =4s ruchu oraz chwilowe predkosci w momentach t, i t,. Jakie
sg wartosci tych predkosci? Jakim ruchem porusza si¢ to ciato wzdtuz osi X i y?

2.27. Zalezno$¢ czasowa predkosci ciala opisuje rownanie \7(’[) —at’i +bt], gdzie a=-2m/s?,
b=2m/s?. Ile wynosi predkosé tego ciata w chwilach t, =1s i t, =3s? Jaka jest predkos$¢ srednia w
tym przedziale czasu? Ile wynosza chwilowe i $rednie przyspieszenia?



2.28. Punkt materialny uczestniczy jednocze$nie w dwoch ruchach opisanych réownaniami:
x=at? +bt+c, y=2at? —4bt+3c. Wyznaczyé predko$é i przyspieszenie tego punktu. W jakich
jednostkach musza by¢ wyrazone state a,b,c?

2.29. Zbada¢ ruch punktu materialnego, ktéry zmienia swoje potozenie zgodnie z roéwnaniem:
X=5COS(3t). W szczegdlnosci okresli¢, jaki kat tworza ze soba wektory potozenia, predkosci i
przyspieszenia w dowolnym momencie czasu. Powtorzyé obliczenia, gdy x =5sin(3t).

2.30. Zbada¢ ruch punktu materialnego, ktory zmienia swoje potozenie zgodnie z réwnaniami:
x=acos(mt), y=bsin(w,t). Rozwazyé przypadki:

a) a=b=2m, o, =w, =1/s,

b) a=2m,b=1m, o, =1/s, w, =2/s,

c) a=1m,b=2m, o =3/s, w, =1/s.

2.31. Przyspieszenie punktu materialnego poruszajacego si¢ prostoliniowo dane jest rownaniem:
a(t)=zsin(zt). Jakie bylo poczatkowe potozenie i predkosé tego punktu, jezeli w pierwszej
sekundzie ruchu spoczywato ono w poczatku uktadu odniesienia?

2.32. Predkos¢ ciata zmienia si¢ w czasie zgodnie z réwnaniem: V(t)=2ti +5cos(zt)]j + 3k . Jaki kat
tworzyly wektory potozenia i przyspieszenia w chwili poczatkowej, jezeli w pierwszej sekundzie
ruchu ciato miato potozenie F(t)=T + j +k ?

2.33. Polozenie ciata zmienia si¢ zgodnie z rownaniem: F(t)="5sin(zt)i +5cos(zt)] . Jaki jest kat
pomiedzy wektorem r i V oraz r i & w chwili poczatkowej t=0, a jaki w pierwszej sekundzie
ruchu?

2.34. Chtopiec o masie m=50kgzeskakuje z ptotu o wysokosci h=2m. Jaka jest warto$¢ i kierunek
przyspieszenia, z jakim porusza si¢ chtopiec w trakcie zeskoku? Czy w trakcie spadania chtopca na
Ziemig, Ziemia rowniez ,,spada” na chlopca? Jesli tak, to jakie jest przyspieszenie Ziemi oraz jaka
droge przebedzie chtopiec i Ziemia zanim si¢ zetkng? Masa Ziemi M, =5,98-10** kg.

2.35. Ciato spada z wysokosci h. Obliczy¢ catkowity czas spadku i predkos¢ koncowa ciata? Jak
dtugo bedzie trwat spadek do wysokosci h/k, gdzie k >1 i jaka bedzie wowczas predkosé ciata?

2.36. Po wrzuceniu kamienia do studni, stycha¢ po czasie t=3s jak wpada on do wody. Jak gleboka
jest studnia? Predko$¢ dzwieku w powietrzu wynosi v=330m/s.

2.37. Cialo A spada swobodnie z wysokosci h=160m. Z punktu lezacego o Ah=40m wyzej
rzucono jednoczesnie cialo B, nadajac mu taka predkos¢ poczatkowa, ze oba ciata spadly
jednoczesnie na ziemi¢. Obliczy¢ predkos¢ poczatkows ciata B.

2.38. Ciato spadajace swobodnie ma w punkcie A predkos¢ v, =10cm/s, a w punkcie B predkosé
vg =25cm/s. Okresli¢ odleglos¢ AB. Na jakiej wysokosci nad punktem A znajduje si¢ punkt, z
ktorego ciato to zaczeto spadac?

2.39. Od rakiety wznoszacej si¢ pionowo do gory, w chwili, gdy ma ona predkos¢ v, =400m/s,

odrywa si¢ na wysokosci h=10km jeden z niepotrzebnych juz zbiornikow paliwa. Znalez¢ czas t, po
ktérym zbiornik ten opadnie na ziemi¢. Jaka byta maksymalna wysoko$¢, na jakiej znajdowat si¢
zbiornik? Opory powietrza pominac.



2.40. Cialo swobodnie spadajace przebylo w ostatniej sekundzie droge s=231m. Z jakiej wysokosci
spadto ciato?

2.41. Koszykarz wyskoczyl pionowo na wysokos¢ 1m. Ile czasu trwatl caly skok? Jak dlugo

koszykarz przebywat:
a) w szczytowych 10cmi na dolnych 10cm,

b) w szczytowych 25cmi na dolnych 25¢cm,
¢) w szczytowych 50cm i na dolnych 50cm?

2.42. Znalez¢ najwicksza wysoko$¢ h oraz zasieg s wyrzuconego z procy pod katem o =30°
wzgledem poziomu kamienia. Poczatkowa predko$¢ kamienia v, =12m/s.

2.43. Pocisk o predkosci poczatkowej v, =750m/s ma trafi¢ w cel lezacy na tym samym poziomie w
odlegtosci d =20km. Znalez¢ kat, pod jakimi nalezy wystrzeli¢ pocisk oraz czas jego lotu.

2.44. Bramkarz wykopuje pitke z predkoscia v, pod katem « do poziomej murawy boiska. W
momencie kopnigcia pitka znajduje si¢ na wysokosci h nad murawa boiska. Na jakiej wysokosci y
nad murawg boiska pitka przeleci nad zawodnikiem stojacym w odlegtosci d od bramkarza.

2.45. Z jaka minimalna predkoscia musi si¢ wybi¢ z miejsca student o masie m=70kg, aby
przeskoczy¢ réw o szerokosci | =3m?

2.46. Z wiezy o wysokosci h=125m wyrzucono poziomo kamien. Jaka byta poczatkowa predkosé
kamienia, jesli upadt on w odlegtosci s=10m od podstawy wiezy? Jaka byla jego predkosc
koncowa?

2.47. Na poziomym stole lezy wiatrowka. Na przeciwleglej $cianie znajdujacej sie¢ w odleglosci
d =6 m od wylotu lufy oznaczono punkt lezacy na przedtuzeniu osi lufy. Wiatréwka wyrzuca pocisk

z predkoscig v=42m/s. W ktoérym punkcie pocisk uderzy w Sciang?

2.48. Strzelec chce trafi¢ do tarczy znajdujacej si¢ w odlegltosci d=100m z karabinu
wystrzeliwujacego pociski z predkoscia v=500m/s. Pod jakim katem musi by¢ podniesiona
wzgledem poziomu lufa karabinu, aby kula trafita w cel? Gdzie trafitaby kula gdyby lufa byta
umieszczona poziomo?

2.49. Ze szczytu zbocza, nachylonego pod katem ¢ =60° do poziomu, wystrzelono poziomo pocisk z
predkoscia v, . Jaka powinna by¢ predkos¢ tego pocisku, aby wpadt on do wiazu bunkra znajdujacego
si¢ w odlegtosci d =200m od szczytu?

2.50. Z podndza wzniesienia nachylonego do poziomu pod katem ¢ wystrzelono z armaty pocisk z
predkoscia poczatkowa Vv, pod katem « do poziomu. Znalez¢ wspotrzedne X i y punktu, w ktorym
pocisk uderzy w zbocze wzniesienia.

2.51. Z balonu na uwiezi, znajdujgcego sie na wysokosci h=375m, oddano strzat w goére pod katem
a=45° do poziomu i jednoczesnie oddano strzat w kierunku przeciwnym. Predkos$¢ poczatkowa
wystrzelonych pociskow byla taka sama i wynosita v, =70m/s. W jakiej odlegtosci, jeden od
drugiego, obydwa pociski spadng na ziemig¢?



2.52. Lotnik leci na wysokosci h=200m z predkoscig v=1000 km/h. Pod jakim katem powinien on
widzie¢ cel zwalniajac bombe, by ta trafita w cel?

2.53. Kusznik chcee trafi¢ w jabtko wiszace na drzewie. W jaki punkt powinien celowac, jezeli:
a) jabtko wisi na wysokosci 2m, a drzewo jest w odleglosci 5m,

b) jabtko spada z drzewa w chwili strzatu.

2.54. Samolot leci z predkoscia v=500km/h réwnolegle do ziemi na wysokosci h. Gdy samolot

znajdowal si¢ nad dzialem przeciwlotniczym, oddano strzal. Jakie powinno by¢ nachylenie dziata
wzgledem pionu oraz maksymalna wysoko$¢, na jakiej leci samolot, aby pocisk wylatujacy z dziata z
predkoscia v; =200m/s mogt trafi¢ w samolot?

2.55. Dwie kule wyrzucono jednoczesnie z tego samego miejsca ukos$nie do poziomu pod katami ¢, i
a, 1 predkosciami poczatkowymi Vy i v,. W jakim odstgpie czasu At przeleca one przez punkt, w
ktoérym przecinajg si¢ ich tory?

2.56. Dwa pociski wystrzelono jednoczesnie z dwoch punktéw odlegtych o d =100m. Pierwszy
pocisk wystrzelono pod katem «, =60° z predkoscia v, =50m/s. Z jaka predkoscia i pod jakim
katem powinien by¢ wystrzelony drugi pocisk, by ich zderzenie nastgpito w najwyzszym punkcie obu
torow?

2.57. Samochéd poruszajacy si¢ ze stalg predkoscia pokonuje pagorek, ktory w przekroju pionowym
ma ksztalt kota o promieniu 20m . Na szczycie pagorka kierowca czuje, ze zaczyna odrywaé si¢ od
fotela. Z jaka predkoscia porusza si¢ ten samochod?

2.58. Wegiel transportowany jest tasmociggiem nachylonym pod katem « =60°. Jaka powinna by¢
predkos¢ ruchu tego tasmociagu, aby:
a) wegiel oderwat si¢ od niego w punkcie styku z gorng rolka prowadzacs,
b) wegiel po oderwaniu si¢ od niego w punkcie styku z gorna rolka prowadzaca wiecej go juz nie
dotkngt? Promien rolki r=20cm.

2.59. Pitka stacza si¢ po stopniach schodéw, ktorych wysokos¢ 1 gltebokos¢ sa takie same i wynosza
I =25cm. Z jaka minimalng predkoscig pitka opuscita gorny stopien, jezeli spadajac nie dotkneta
stopnia znajdujacego si¢ ponizej? W jakim punkcie spadta wowczas pitka na drugi stopien?

2.60. Pitka zostata wyrzucona poziomo ze szczytu schodow z predkoscig v=2m/s. Na ktory stopien
ponizej gérnego progu spadnie pitka, jezeli wysokos$¢ stopnia jest rowna jego glebokosci i wynosi
I=25cm?

2.61. Rower porusza si¢ prostoliniowo ze stata predkoscia v. Z jakg predkoscia wzgledem ziemi
poruszajg si¢ punkty kota A, B,C, D i E zaznaczone na rysunku?




2.62. Punkty znajdujace si¢ na obwodzie obracajacego si¢ dysku poruszaja si¢ z predkoscia
v; =3m/s, a punkty znajdujace si¢ o | =10cm blizej osi poruszaja si¢ z predkoscia v, =2m/s. lle
obrotow na minut¢ wykonuje ten dysk?

2.63. O jaki kat obroci si¢ bryla sztywna w czasie t=150ms, jezeli obraca si¢ ze statg predkoscia
katowa @ =300rad/s?

2.64. Jednorodny pret dlugosci | =1,6 m porusza si¢ ruchem postepowym z predkoscia v=212m/s
oraz ruchem obrotowym wokoét srodka masy z predkoscia katowa w=3rad/s. Obliczy¢ predkosci
liniowe obu koncow preta.

Vg
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2.65. Bryla obracajaca si¢ poczatkowo z predkoscia katowa @, =30rad/s, obrocita si¢ w czasie
t=2s 0 kat @¢=40rad. Oblicz predko$¢ katowa bryly po tym czasie przyjmujac, ze ruch byt
jednostajnie zmienny.

2.66. Wrzeciono obrabiarki zaczyna obraca¢ si¢ ruchem jednostajnie przySpieszonym i w ciggu
pierwszych t=4s wykonuje n=360 obrotow. Obliczy¢ przys$pieszenie katowe wrzeciona i jego
predkos¢ katowa po czasie t=4s.

2.67. Bgben wirowki obracajacy si¢ z czgstotliwoscia f =200Hz wykonuje n =600 obrotow

ruchem jednostajnie opdznionym do chwili zatrzymania. Oblicz czas hamowania i przy$pieszenie
katowe bebna.

2.68. Koto zamachowe, wykonujace poczatkowo n =240 obrotéw w ciggu minuty, zatrzymato si¢ w
ciggu t=30s. lle obrotéw wykonato koto w tym czasie, jes$li poruszato sie ruchem jednostajnie
op6znionym?

2.69. Rowerzysta ruszajacy rowerem jedzie W czasie t=20s ze stalym przyspieszeniem. Jaka
predkos¢ osiagnie rowerzysta po uptywie tego czasu, jezeli promien kot w rowerze wynosi r=0,3m,
a ich przyspieszenie katowe & = 0,6 rad/s??

2.70. Spod kota samochodu poruszajacego si¢ z predkoscia v wyleciat kamyk. Na jaka wysokos¢ h

nad powierzchni¢ drogi wzniesie si¢ kamyk, jezeli oderwat si¢ on w punkcie A zaznaczonym na
rysunku?

R



2.71. Koto o promieniu r=10cm obraca si¢ ze statym przyspieszeniem katowym & =314 rad/s?.
Obliczy¢ predkos¢ katowa, liniowa, przyspieszenie styczne, normalne i catkowite punktéw lezacych
na obwodzie kota w drugiej sekundzie ruchu.

2.72. Punkt zatacza okrag o promieniu r=10cm z przy$pieszeniem dosrodkowym a=250cm/s?.
Obliczy¢ okres tego ruchu.

2.73. Ile razy na minut¢ musi ruchomy punkt zatoczy¢é okrag o promieniu r=215cm, aby

przyspieszenie dosrodkowe tego ruchu osiagneto warto§é a=60cm/s??

2.74. Koto zamachowe zwicksza predkos¢ katowa z o, =20radls do w, =24rad/ls w czasie
At =4s. Oblicz przyspieszenie styczne punktow kota w odlegtosci r =6 cm od osi obrotu.

2.75. Punkt materialny porusza si¢ po obwodzie okregu o promieniu r=1m ze stalym
przyspieszeniem stycznym. Jaka bedzie warto$¢ przyspieszenia dosrodkowego w chwili t, =55, jezeli

w chwili t, =10s punkt pokona droge s=50m?

2.76. Punkty A i B zataczaja okregi o promieniach r i R. W jakim stosunku sg okresy ich ruchu,
jezeli przyspieszenia dosrodkowe sg rowne?.

2.77. Punkt materialny porusza si¢ po obwodzie okrggu o promieniu r=20cm z przyspieszeniem
stycznym a, =5cm/s®. Po jakim czasie t od chwili rozpoczecia ruchu, przyspieszenie normalne a,
bedzie n =2 razy wigksze od przyspieszenia stycznego?

2.78. lle wynosi stosunek wartosci przyspieszenia dosrodkowego do wartosci przyspieszenia
stycznego a,/a,, jezeli kat pomiedzy kierunkiem wektora przyspieszenia wypadkowego a
kierunkiem wektora predkosci liniowej wynosi o =30°?

2.79. Jaka jest warto$¢ predkosci liniowej v oraz sktadowej przyspieszenia dosrodkowego a, ciat
znajdujacych si¢ na powierzchni Ziemi, wynikajacych z jej ruchu obrotowego? Obliczenia wykonaé
dla ciat znajdujacych sig:

a) na réwniku,

b) na szerokos$ci geograficznej ¢ =60°.
Promien Ziemi R, =6370km.

2.80. Samochéd wjezdza w zakret o dlugosci s=600m i promieniu krzywizny r =1km z predkoscia
v, =54km/hi pokonuje go w czasie t=30s. Obliczy¢ predkos¢ v oraz przyspieszenie wypadkowe
a po pokonaniu zakretu.

2.81. Rowerzysta porusza si¢ po torze kotowym o promieniu r . Przyspieszenie liniowe rowerzysty
wynosi a. Po jakim czasie t przyspieszenie dosrodkowe a, bedzie, co do wartosci, rowne

przyspieszeniu stycznemu a,? W momencie t =0 predkos$¢ poczatkowa rowerzysty wynosita v, =0.

2.82. Motocyklista porusza si¢ po okregu o promieniu r =50m. Przebyta przez niego droga okreslona

jest rownaniem: s =10t —0,2t?. Wyznaczy¢ predko$é, przyspieszenie styczne, normalne i wypadkowe
motocyklisty w t, =5s ruchu.



2.83. Przyspieszenie normalne punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu o promieniu r=4m
jest funkcja czasu: a, =1+ 2t+3t°. Wyznaczyé przyspieszenie styczne tego punktu po czasie
t, =6s.

2.84. W gwint o skoku h znajdujacy si¢ na walcu o $rednicy d wtozono kulke o masie m. Z jakim
przyspieszeniem a nalezy ciagna¢ za ni¢ obracajacg walec, aby kulka opadata swobodnie?

2.85. Na srubie o srednicy d i skoku h znajduje si¢ nakretka. Z jakim przyspieszeniem katowym &
nalezy obraca¢ $rubg, aby nakretka opadata swobodnie?



