1. Podstawy rachunku wektorowego
Wektor

Wektor jest wielkoscig zdefiniowana przez dtugo$¢ (modut), kierunek dziatania oraz zwrot. Dwa
wektory o tym samym module, kierunku i zwrocie sg sobie rowne. Wektor przesunigty rownolegle w
przestrzeni pozostaje tym samym wektorem. Przykltadem wielkosci wektorowej jest predkosc,
przyspieszenie, sita, moment sity, ped, moment pedu.

Dodawanie i odejmowanie wektorow

Aby graficznie doda¢ dwa wektory A i B, przesuwamy rownolegle jeden z nich, np. wektor B
tak, by jego poczatek pokryt si¢ z koncem drugiego wektora (wektora A). Sume¢ wektorow AiB
tworzy wektor laczacy poczatek wektora A z koncem przesunietego wektora B . Procedure ta
mozemy stosowac do wiekszej liczby wektorow, a kolejnos¢ ich rownolegltego przemieszczania jest

dowolna. Aby graficznie odja¢ dwa wektory mozemy wykorzysta¢ procedurg graficznego dodawania
zastgpujac wektor odejmowany wektorem przeciwnie do niego zorientowanym (Rys. 1.1.).

Rys. 1.1. Graficzne dodawanie i odejmowanie wektorow

Rozklad wektora na skladowe
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Rys. 1.2. Rozktad wektora na sktadowe w uktadzie wspotrzednych prostokatnych



Dowolny wektor mozemy zapisa¢ w postaci sumy jego rzutdéw na osie uktadu wspotrzednych:

A=A +A =AT+AJ=[A A (1.1)

gdzie 1, ] sa jednostkowymi wektorami (wersorami) o kierunkach i zwrotach pokrywajacych si¢ z
kierunkami i zwrotami osi X, y (Rys. 1.2.). W ukladzie trojwymiarowym wyrazenie (1.1) przyjmuje
postac:

A=A +A +A =AT+AJ+AK=[A, A A] (1.2)

gdzie k jest wersorem osi z.

Wektory roztozone na skladowe dodajemy Ilub odejmujemy dodajac lub odejmujac ich
odpowiednie sktadowe:

A=[A. A, Al B=[B, B, B (1.3)
A+B=[A£B, A B, A £B,] (1.4)

Iloczyn skalarny dwéch wektorow

lloczynem skalarnym wektorow A i B jest skalar okreslony przez wyrazenie:

A-B=ABcosp, (1.5)

gdzie
Azwz A2+ A2+ A2, (1.6)
B=|B|=,B} +B] +B] (1.7)

sa diugo$ciami wektorow A i B zorientowanych wzgledem siebie pod katem ¢ (Rys. 1.3.). lloczyn

skalarny mozna réwniez obliczy¢ sumujac iloczyny odpowiednich sktadowych wektorow AiB:
A-B=AB, +AB, +AB,. (1.8)

Przyktadem iloczynu skalarnego jest praca mechaniczna, zdefiniowana jako iloczyn skalarny sity
F i przesuniccia § :

L=F-S=Fscose. (1.9

Powyzsza relacja jest poprawna przy zatozeniu, ze w kazdym punkcie drogi wektor sity ma tg samg
dlugosc 1 jest zorientowany wzgledem przesunigcia pod tym samym katem. W ogolnym przypadku
prace, ktéra wykonuje pole sitowe F przemieszczajac punkt wzdtuz dowolnej trajektorii z punktu
Py (Xo, Yo.2Z) do punktu P(X,y,z) okresla wyrazenie:



Lp, o = j If-d§:j|£dex+j.Fydy+j.dez. (1.10)
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Rys. 1.3. lHustracja do definicji iloczynu skalarnego (a) i wektorowego (b)

Iloczyn wektorowy dwéch wektorow
Tloczynem wektorowym dwoch wektorow A i B nazywamy wektor
C=AxB, (1.11)
o dtugosci

C = ABsing (1.12)

i orientacji wyznaczonej przez prosta prostopadta do plaszczyzny, w ktorej leza wektory A i B.

Zwrot wektora C wyznacza reguta Sruby prawej (Rys.1.3.). lloczyn wektorowy wektorow A i B
mozna takze przedstawi¢ w rownowaznej postaci:

k

A|=[AB,-AB, AB -AB, AB,-AB,]. (1.13)
y B,

W odréznieniu od iloczynu skalarnego, iloczyn wektorowy nie jest przemienny:

AxB=-BxA. (1.14)

Przyktadem iloczynu wektorowego jest moment sity M i moment pedu L zdefiniowany, jako

iloczyn wektorowy wektora potozenia (ramienia) T oraz odpowiednio wektora sity F i wektora pedu
p:

M —FxE, (1.15)

L=Fxp. (1.16)



Powyzsze definicje okreslaja momenty obydwu wielkosci fizycznych wzgledem punktu
wyznaczonego przez poczatek wektora T .

Przyklady

Przyklad 1.1. Dane sa dwa wektory: A=[1 2]i B=[2 1].
a) Znalez¢ sumg i réznice obydwu wektorow metoda graficzng. Obliczy¢ iloczyn skalarny i
wektorowy tych wektorow postugujac sie definicjami obydwu iloczynéw ujetymi odpowiednio
w formutach (1.5) i (1.11), (1.12).
b) Znalez¢ sumg, roznice oraz iloczyn skalarny i wektorowy obydwu wektoréw postugujac sie
odpowiednio relacjami (1.4) oraz (1.8) i (1.13). Porowna¢ wyniki dziatan z rezultatami
otrzymanymi w punkcie a).

Rozwigzanie:

»
>
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0 i X

a) Suma i réznica wektorow otrzymana z graficznego dodawania i odejmowania wektorow metodg
réwnolegtoboku wynosi:

Dtugosci wektorow A i B sa odpowiednio réwne:
A=V1?+22 =5, B=v2?+1?=45.
Katy a, B, wyznaczone sa przez relacje:
tana=2 = a=63435,
tang=05 = [F=26565,
p=a—p=36870°, cosp=08, sinp=06.

Zgodnie z definicjg iloczynu skalarnego (1.5) znajdziemy:

A-B=ABcosg=1/55c0s36870°=4.



Iloczyn wektorowy obydwu wektoréw definiujg rownania (1.11), (1.12):
C=AxB=C(-k)=-3K, C=ABsinp=155sin36870°=3.

Znak minus przy wersorze K wynika z przyjetej w definicji iloczynu wektorowego reguly Sruby
prawej.

b) Sume i réznice obydwu wektoréw znajdziemy sumujac i odejmujgc odpowiednie ich sktadowe -
zgodnie z relacja (1.4):

A+B=[A +B, A +B,|-[3 3],
A-B=[A-B, A, -B]=[-1 1].

Iloczyn skalarny okresla rownanie (1.8):
A-B=AB, +AB, =1.2+2-1=4.
lloczyn wektorowy (1.13) przyjmie postac:

AxB=[AB,-AB, AB,-AB, AB —AB]-
=[2.0-0-1 0-2-1.0 1-1-2.2]=[0 0 -3]=-3k.
Wyniki dziatan na obydwu wektorach w punkcie a) i b) sa wigc identyczne.

Przyklad 1.2. Jaka jest wartos¢ 1 kierunek wypadkowego przemieszczenia ciata, jezeli
przemieszczenia sktadowe sg takie jak na rysunku?

Rozwigzanie:

Wektory sktadowe przemieszczenia wynosza odpowiednio:

d, =[4cos30° 4sin30°], d,=[5c0s60° 5sin60°],
d, =[10cos18(° 10sin180°], d, =[2c0s225° 2sin225°] .

Wartos¢ 1 kierunek wypadkowego przemieszczenia ciata okresla wektor:

d=d, +d, +d, +d, =[5,4501 49159

Z relacji wigzacych wspotrzedne kartezjanskie i wspoirzedne biegunowe:
d,=dcosp, d,=dsing



wynika, ze:

d :\/df +d? = /(-5.4501) + 4.915¢% =7,3396 km=~7,3km,

— 5’4501J =137,95°~138°.

Q= arccosd—X =arccoy ————
d 7,3396

Przyklad 1.3. W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych dane sg trzy wektory: A=[3 A —2],
éz[—ﬂ 4 2], 6:[—3 2 3+§] Dla jakiej warto$ci parametru A wektory Z\, I§,6 lezg w
jednej ptaszczyznie?

Rozwigzanie:

Obliczamy iloczyn wektorowy Ax B:

K
—2=T(22+8)+](22-6)+kf2+ 22)=
A4 2

w =
> —y

AxB=
—[oa+8 22-6 12+ 2]

Wektory AiB, jak kazda para wektoréw, leza w jednej ptaszczyznie, do ktorej zorientowany jest
prostopadle wektor AxB. Wektor C bedzie lezal w tej samej plaszczyznie, jezeli bedzie
zorientowany prostopadle do wektora AxB. Wektory A B,C beda wicc lezaly w jednej

plaszczyznie, jezeli spelniony zostanie warunek: C- (Ax é)z 0. Warunek ten ma postac:
(= = y) )
¢ (Ax B):[—S 2 3+€][2ﬂ,+8 21-6 12+ 22]=-3-(22+8)+

+2-(2/1—6)+(3+%J-(12+/12)=%/13+3/12 0.

Rozwigzaniem tego réwnania sg wartosci A =0 oraz A=-18. Sprawdzi¢, ze dla znalezionych
warto$ci A spelnione sg takze relacje: A. (I§ X (f)z 0, B- (é x A)z 0.
Zadania

1.1. Dane sg wektory: A= [3 4] i B= [2 - 5]. Znalez¢ wartosci i kierunki nastgpujacych wektorow:
A+B , A-B , B-— A, 2A—3B. Przedstawié te dziatania graficznie.

1.2. Obliczy¢ algebraicznie oraz wyznaczyé graficznie sume trzech wektorow: A=[3 4],
B=[4 -3],C=[-5 0].

1.3. Dane sa dwa wektory: A=[2 3 4], B=[2 -5 -2]. Jakie s3 sktadowe wektora C, jezeli
A+B+C=[1 2 3]?



1.4. Dane sa dwa wektory A=[3 2] i éz[—l 5]. Jakie sa wspolrzedne wektora C, jezeli
A+B+C=0?

1.5. Jakie sa sktadowe wektorow A i B,jezeli: A—-B=2C, A+B=4C, C=[3 4]?

1.6. Podroznik przeszedt 7 kmw kierunku pétnocno-wschodnim. Jak daleko powinien i$¢ na potudnie,
a nastepnie na zachod, aby wroci¢ do punktu wyjscia?

1.7. Statek przeptynat 15milmorskich kursem 20°, nastgpnie 10 mil kursem 70° oraz 5 mil kursem
130°. Jak daleko i jakim kursem statek musi ptyna¢, aby wroci¢ do punktu startu?

1.8. Na cialo dziatajg dwie sity. Sita Ifl ma warto$¢ F, =7 N 1 jest skierowana pod katem ¢ =40°

wzgledem osi X. Druga sita If2 ma wartos¢ F, =5N i zwrot zgodny ze zwrotem osi y . Wyznaczy¢
graficznie i algebraicznie warto$¢ oraz kierunek sity wypadkowe;.

1.9. Skrzynia jest ciagnigta przez dwie osoby za pomoca lin. Jedna osoba ciagnie sita F, =20N pod
katem « =40°. Z jaka silg ciagnie ling druga osoba, jezeli lina napr¢zona jest pod katem £=30°, a
skrzynia porusza si¢ wzdtuz osi X ? Jaka jest wypadkowa sila, z jakg dziataja obie osoby? Tarcie
pominac.

F

1.10. Gdyby sita If2 z poprzedniego zadania miata ta samg warto$¢, co sita Ifl , to jaka dodatkows site

i w jakim kierunku nalezaloby przytozy¢ do skrzyni, aby poruszata si¢ ona caly czas ruchem
jednostajnym wzdtuz osi X ?

1.11. Na ciato dzialajg trzy sily: Ifl, IE2 i nieznana sita |f3. Jaka jest warto$¢ i kierunek dziatania

nieznanej sily, jezeli te trzy sily rownowaza si¢? Dane: F, =5N, F, =7N, a=60". f=30".

1.12. Dane sa dwa wektory: A:[O 2], éz[—S 3]. Obliczy¢ iloczyn skalarny A-B oraz kat
pomiedzy wektorami A i B.



1.13. Obliczy¢ diugosci wektorow A=[3 —4 7]i B=[-5 3 0]. Jaki jest kat ¢ pomiedzy tymi
wektorami?

1.14. Pokaza¢, ze wektory A= [9 1 —4] i B= [3 -7 5] sg wzajemnie prostopadte.

1.15. Wektory A i B maja odpowiednio dlugosci A=4 i B=5. Jaki jest kat pomiedzy tymi
wektorami, jezeli:

a) A-B=0,
b) A-B=20,
¢) A-B=-20?

1.16. Wektory A i B maja poczatki w poczatku uktadu wspotrzednych, a konce odpowiednio w
punktach o wspotrzednych biegunowych [7 70°] i [4 130°]. Obliczy¢ iloczyn skalarny A-B.

1.17. Wektor A ma dhigos¢ A=5 i zwrot zgodny z kierunkiem osi y. Wektor B=[5 3 0.
Obliczy¢ iloczyn skalarny A-B. Jaki jest kat pomiedzy tymi wektorami?

1.18. Obliczy¢ kat pomiedzy wektorami P i Q. jezeli wiadomo, ze wektory A=2P+Q i

B=-4P +5Q s wzajemnie prostopadte, orazze P =Q.
1.19. Jaka jest sktadowa wektora A=[3 2] w kierunku wektora jednostkowego i =[4/5 3/5]?
1.20. Obliczy¢ iloczyn wektorowy wektorow A=[3 2 —1]oraz B=[-1 -2 -3].

1.21. W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych dane sa dwa wektory: A= [1 2 3], B= [—1 1 O].
Obliczyc¢:

a) dtugosc¢ kazdego z wektorow,

b) iloczyn skalarny A-B i B-A,

¢) iloczyn wektorowy AxB i Bx A,

d) kat zawarty miedzy wszystkimi czterema wektorami.

1.22. W kartezjanskim uktadzie wspotrzegdnych dane sa dwa wektory: A=[2 3 —3] oraz
B=[1L 2 3].Znalez¢:
a) dhugo$¢ kazdego wektora,
b) iloczyn skalarny A-B,
¢) kat zawarty miedzy wektorami A i B,
d) sume i roznice wektorow: A+B,A—B,
e) iloczyn wektorowy Ax B,
f) wektor C taki, 7¢ 2A—~36+C - |(A+B)- B]=0.

1.23. Wektor A ma dlugos¢ A=5 ilezy w plaszczyznie Xy pod katem @ =120° wzgledem osi X.

Wektor B ma dlugos¢ B =3 oraz kierunek i zwrot zgodny z osia z. Obliczy¢ iloczyn skalarny oraz
iloczyn wektorowy tych wektorow.



1.24. Dane sa dwa wektory: A= [AX A, A ], B= [BX B, B, ] Dokonujac mnozenia - wyraz po

wyrazie 1 korzystajac z definicji iloczynu skalarnego oraz definicji iloczynu wektorowego udowodnié,
ze:

A-B=AB,+AB, +AB,,

=~

i
AxB=|A, A, A|=[AB,-AB, AB,-AB, AB, —AB,]|
B, B,

o >

z

1.25. Kat ¢, to kat pomiedzy wektorami A= [1 4] i B= [2 —3]. Opierajac si¢ na definicji iloczynu
skalarnego i wektorowego, obliczy¢ wartos¢ sinusa i cosinusa tego kata. Sprawdzi¢, ze
sin® p+cos’ p=1.

1.26. Wektor A jest skierowany przeciwnie do osi y, a wektor B przeciwnie do osix. Jaki jest
kierunek i zwrot wektora Ax B ? Jaki jest kierunek i zwrot wektora B x A?

1.27. Wektor A skierowany jest zgodnie ze zwrotem osi x i ma dlugo$¢ A=5, natomiast wektor B
ma zwrot przeciwny do osi y i dlugos¢ B =3. Jaki jest kierunek i dlugo$¢ wektora A+ B i wektora
A-3B?

1.28. Obliczy¢ iloczyny wektorowe: Cx A, Cx B, jezeli C = AxB.

1.29. Wyznaczy¢ katy pomig¢dzy wektorami Ai B, gdy:

a) 2A+3B=0,

0 [A-[5=1A- 5]

C) (Ax Ig)x A= éx(éx;\)
1.30. Jaki jest kat pomiedzy wektorem C=AxB, a osiami x,y,z, jezeli A=[2 3 1],
I§=[l 2 3]? Jakg dhugos¢ maja poszczegdlne wektory ABiC?

1.31. Znalez¢ wszystkie wektory o dlugosci jednostkowej lezace w ptaszczyznie X y i prostopadte do
wektora F=[1 1].

1.32. Wykaza¢é, ze wektor A jest prostopadty do wektora B, jezeli ‘A+ I§‘ = ‘A— é‘ .

1.33. Wektory AiB spetniaja nastepujace zaleznosci:
(4A-5B) L (2A+B),
(7A-28) 1 (A-48)

Wyznaczy¢ kat pomiedzy wektorami AiB.

1.34. Znalez¢ wektor jednostkowy N prostopadty do wektora A=[2 -1 l] i I§=[1 2 —1].



1.35. Dane sg trzy wektory: A=[3 3 —2], B=[-1 -4 -2], C=[2 2 1]. Znalez¢ iloczyn
A. (I§ xé). Czy wektory A, B,C leza w jednej ptaszczyznie?

1.36. Wspolrzedne biegunowe [r (p] dwoch punktéw na plaszczyznie wynosza [2,5 30°] i
[3,5 120"] . Wyznaczy¢ wspolrzedne kartezjanskie punktow oraz odleglo$¢ pomiedzy nimi.

1.37. W uktadzie biegunowym, wspotrzedne [r ] trzech punktow wynosza: [3 7/6], [3 27/3] i
[3 3zl 2] . Znalez¢ wektory potozenia tych punktow w uktadzie kartezjanskim oraz obliczy¢ ich
sume.

1.38. State sity Ifl = [1 2 3] oraz If2 = [2, -5 - 2] dziataja rownocze$nie na czastke w czasie jej
przesunigcia z punktu , =[5 —5 0] dopunktu F, =1 0 -3].
a) Dla jakiej wartosci parametru A praca wykonana przez site F, wynosi zero?

b) Dla jakiej wartosci parametru A, praca wykonana przez site wypadkowa wynosi zero? Jaka jest
interpretacja tego faktu?

1.39. Sita F =[-2 3 5] dziata na ciato znajdujace si¢c w punkcie F, =[5 3 1]. Obliczy¢:
a) moment sity wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych,
b) moment sity wzgledem punktu F, =[0 10 0].

1.40. Gdy czastka znajdowata si¢ w potozeniu 1, = [— 2 4 3], jej ped wynosit p= [1 3 - 2]. Jaki

byt wtedy moment pedu L czastki wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych oraz wzgledem punktu
r,=[3 5 —1]?

1.41. Lodka ma przeptynaé przez rzekg, ktora ptynie z predkoscia v=4km/h. Pod jakim katem
sternik powinien skierowac¢ t6dz, jezeli todka ma przeptynaé strumien prostopadle do jego brzegow, a
predkos¢ todki wzgledem wody wynosi U =8 km/h? Jaka bedzie predkos¢ todki wzgledem brzegdw?

1.42. Dwie czastki poruszajg sie wzdtuz osi X i y odpowiednio z predkosciami V, =2-i m/s i
V,=3-]m/s. W chwili t=0 czastki znajduja sie odpowiednio w punktach o wspotrzednych:
X, =—3m, y,=0m, oraz X, =0, y, =—3m. Znalez¢ wektor T;, =T, — T, okreslajacy potozenie
drugiej czastki wzgledem pierwszej w funkcji czasu. Kiedy 1 gdzie obie czastki beda najblizej siebie?

1.43. Predkosci dwoch ciat opisane sa rownaniami: V, =[4t —3], V, =[-3 4t]. Wyznaczy¢ chwile
czasu, gdy ciata te poruszajg si¢ rownolegte oraz prostopadle wzgledem siebie.

1.44. Dwa samochody poruszaja si¢ z predkosciami v=40km/h po ulicach krzyzujacych si¢ pod
katem prostym. Ile wynosi predkos¢ jednego samochodu wzgledem drugiego?

1.45. Dwie czastki zostaty wystane z poczatku uktadu wspotrzednych i po pewnym czasie znalazty si¢
w potozeniach £, =[L 2 3]iF,=[3 4 5]. Obliczyc:

a) dhugosci tych wektorow,

b) wektor przemieszczeni drugiej czastki wzgledem pierwszej,

c) iloczyny: 1, xT,, I, -1y,

d) katy pomigdzy wektorami 1, i T,, I, i [, xT,, I, i [} xT,.



1.46. Dane sa dwa wektory: Az[Br 47%  sin z’], B=[-r —-sinz 0], gdzie r jest pewnym
parametrem. Sprawdzi¢ poprawnos$¢ reguly rozniczkowania iloczynu skalarnego dwoch wektorow:

9 (5.8)-L 548
dr dr dr

1.47. Dane s3 dwa wektory: A=[z 0 sinz], I§:[3 2 O], gdzie 7 jest pewnym parametrem.
Sprawdzi¢ poprawno$¢ reguty rézniczkowania iloczynu wektorowego dwoch wektorow:

9 (axB)=B 4 Ax B
dr dr dr



